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PREFACIO 

A TERCEIRA EDICAO 

Este livro teve como origem o texto de um curso de Algebra Linear, 
oferecido para alunos de Engenharia, Fisica, Matematica, Estatistica e Computa§ao 
da Universidade Estadual de Campinas. 0 programa foi estabelecido tendo em vista 
que seria o unico curso de Algebra Linear que a maioria dos alunos receberia. 

Por isso, procuramos englobar os assuntos que seriam indispensaveis aos cursos que 
estes alunos seguissem posteriormente. Ele foi ministrado numa disciplina de 
segundo semestre que e seqiiencia de um cureo, tambem semestral, de Geometria 
Analftica. 

Os pre-re quisitos para a leitura deste texto sao os topicos de Matematica, 
normalmente vistos ate o curso Colegial. A partir destes, introduzimos e 
desenvolvemos razoavelmente os conceitos basicos de Algebra Linear, procurando 
sempre indicar aos alunos as fontes as quais eles podem recorrer para aprofundar 
seus conhecimentos. 

Alunos que cursam pela primeira vez esta disciplina, frequentemente 
julgam-na muito abstrata e nao veem como podem utilizar os conceitos basicos. 

E, normalmente, muitos cuisos terminam sem que se mostre aos alunos uma 
aplicafao concreta de tudo o que aprenderam. 

Procuramos, entao, dar aos topicos uma abordagem com dois objetivos: 

1 . Conseguir uma exposi^ao da materia, de tal forma que a enfase seja 
colocada no uso dos conceitos. Neste sentido, optamos por uma exposifao em 
que estes sejam introduzidos, na medida do possivel, dentro de um contexto 

onde suija a necessidade de sua apresentafao. Algumas demonstrates sao propostas 
na forma de exercicios, o que permite uma maior fluencia do texto e possibilita 
ao aluno desenvolve-las dentro do seu raciocinio logico. 

2. Encaminhar os conceitos para a solu^ao de problemas nos quais os alunos 
ja tenham sentido dificuldade. Desta forma, e conveniente fixar qualquer um dos 
capitulos (Cap. 1 1 : Cbssificagdo de Conicas e Quddricas; Cap. 12: Resolugao de 
Sistemas de Equagdes Diferenciais, Cap. 1 3 : Processos Iterativos\ Cap. 14: Conjuntos 
Convexos e Programagao Linear ), como chave, ou seja, um capitulo que englobe 

os diversos conceitos apresentados no livro. Na busca das solutes para os 
problemas que colocamos nestes capitulos recorremos a maioria dos conceitos 
incorporados em um curso tradicional de Algebra Linear (no<jdes de espafo 
vetorial, autovalores e autovetores, diagonaliza 9 ao de operadores), de modo que 
os alunos possam perceber a inter-rela 9 ao entre eles e a aplica 9 ao conjunta 
dos mesmos. 




Dentro desta perspectiva, poderiamos sugerir algumas sequencias para 
o desen volvimen to de um curso de Algebra Linear: 

1. Capitulos 1 a 1 1 ; 

2. Capi'tulos 1 a8e 12; 

3. Capi'tulos 1 a 8 e 13; 

4. Capi'tulos 1 a 8 e 14. 

Uma outra sugestao e a de que o conteudo deste livro seja desenvolvido, 
como ja vem sendo feito, em disciplinas que integrem os tradicionais cursos de 
Calculo, Algebra Linear e Equates Diferenciais. 

Quanto aos aspectos didaticos, gostariamos de ressaltar que os exercicios 
sao importantes inclusive como extensao de cada capitulo. O conteudo foi 
elaborado de modo a se enquadrar em diversos programas, podendo-se deixar 
de estudar as se 9 &es assinaladas com asterisco sem prejuizo do entendimento dos 
topicos abordados. Por exemplo, se 9 oes como Cadeia de Markov (se9ao 1.5) 
e Ajuste de Curvas (8.8), que sao topicos especiais, podem ou nao ser incluidas 
de acordo com o interesse de cada aluno, grupo ou classe. 

Nesta terceira edi 9 ao, a antiga se 9 ao 4.9 foi ampliada e transformada no 
atual Capitulo 14: Conjuntos Convexos e Programa 9 ao Linear. A relativa 
simplicidade deste assunto e seu grande numero de aplica 9 oes praticas sao 
responsaveis por sua difusao e interesse nos ultimos an os. Anexamos a este novo 
capitulo uma de autoria do Prof. Antonio Carlos Moretti, que descreve 
o algoritmo do metodo simplex para programa 9 ao linear e indica as etapas para 
a programa95o por microcomputadores deste metodo. 

A nossa experiencia, assim como a de outros professores, tern mostrado 
que o nucleo de um curso introdutorio de Algebra Linear e, portanto, o deste 
livro, corresponde a materia exposta nos Capi'tulos de 1 a 8, podendo ser 
excluidas as se 9 oes 7.2 a 7.4, dependendo dos objetivos a atingir. 

Recomen damos especial aten 9 ao aos capi'tulos introdutorios, principalmente 
ao que trata de Sistemas Lineares, e que fomecer5o a base tecnica indispensavel 
para a boa compreensao dos demais capitulos, alem de conterem em si metodos 
fiindamentais aplicaveis a muitas situa 9 oes. Acreditamos que as scqoes e capitulos 
alternatives permitam op 9 oes para trabalhar com os conceitos de Algebra Linear 
em diferentes areas. 

Queremos agradecer a todas as pessoas que leram e utilizaram o livro, 
enviando sugestoes, e de modo especial aos professores Antonio Carlos Gilli Martins 
e Joao Frederico C. A. Meyer. 



Os Autores 




MATRIZES 



1.1 INTRODUQAO 

Nesta se 9 ao, apresentamos os conceitos basicos sobre matrizes. Estes conceitos 
aparecem naturalmente na resolu 9 ao de muitos tipos de problemas e sao essen- 
ciais, nao apenas porque eles 4i ordenam e simplificam” o problema, mas tarn- 
bem porque fornecem novos metodos de resolu 9 ao. 

Chamamos de matriz uma tabela de elementos dispostos em linhas e co* 
lunas. Por exemplo, ao recolhermos os dados referentes a altura, peso e idade 
de um grupo de quatro pessoas, podemos dispo-los na tabela: 





Alt ura (m) 


Peso (kg) 


Idade (anos) 


Pessoa 1 


1,70 


70 


23 


Pessoa 2 


1,75 


60 


45 


Pessoa 3 


1,60 


52 


25 


Pessoa 4 


1,81 


72 


30 
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Ao abstrairmos os significados das linhas e colunas, temos a matriz: 



1,70 


70 


23 


1,75 


60 


45 


1,60 


52 


25 


1,81 


72 


30 



Observe que em um problema em que o numero de variaveis e de observa 9 oes e 
muito grande, essa disposi 9 ao ordenada dos dados em forma de matriz torna-se abso- 
lutamente indispensavel. 

Outros exemplos de matrizes sao: 




[3 0 1] [1] 



Os elementos de uma matriz podem ser numeros (reais ou complexos), fu^oes, 
ou ainda outras matrizes. 

Represen taremos uma matriz de m linhas e n colunas por: 

an a i2 ■ a m 
a 2 i a 22 a 2 n 

x n - ; ; : " x n 

a m\ a m2 a mn 



Usaremos sempre letras maiusculas para denotar matrizes, e quando quisermos 
especificar a ordem de uma matriz A (isto e, o numero de linhas e colunas), 
escreveremos A mXn . Tambem sao utilizadas outras nota 9 oes para matriz, alem 
de colchetes, como parenteses ou duas barras. Por exemplo: 




Nao obstante, neste livro as matrizes aparecerao sempre entre colchetes. 

Para localizar um elemento de uma matriz, dizemos a linha e a coluna 
(nesta ordem) em que ele esta. Por exemplo, na matriz: 




o elemento que estd na prime ira linha e terceira coluna e -4, isto e, a 13 = -4, 
Ainda neste exemplo, temos a u - 1 ? a n - 0, a 2v = 4. a 2 2 = -3 e a 2 3 = 2. 
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1,1.1 Definipao: Duas matrizes A mXn = eB rXs = l^i/Vxs sao 

iguais, A = B, se elas tern o mesmo numero de linhas (m = r) e colunas ( n = 
= s), e todos os seus elementos correspon dentes sao iguais (ay = by). 

EXempl °- [3> 1 loglH [9 sen 90° o" 

2 2 2 5 J ~ |_2 4 5_ 



1.2 TIPOS ESPECIAIS DE MATRIZES 

Ao trabalhar com matrizes, observamos que existem algumas que, seja pela 
quantidade de linhas ou colunas, ou ainda, pela natureza de seus elementos, 
tern propriedades que as diferenciam de uma matriz qualquer. Alem disso, estes 
tipos de matrizes aparecem frequentemente na pratica e, por isso, recebem no* 
mes especiais. 

Consideremos uma matriz com m linhas e n colunas que denotamos por 

xn : 

1.2.1 Matriz Quadrada 6 aquela cujo numero de linhas e igual ao numero 
de colunas (m = r?). 

Exemplos : 



No caso de matrizes quadradas A mXrrn costumamos dizer que A e uma matriz 
de ordem m. 



1 -2 0 

3 0 1 

4 5 6 



e 18] 



1.2.2 Matriz Nula e aquela em que ay = 0, para todo i e j. 



Exemplos : 

A2 X2 




0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0^ 



1.2.3 Matriz-Coluna e aquela que possui uma unica coluna (n = 1). 



Exemplos : 




Analogamente, temos: 
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1.2.9 Matriz SimStrica e aquela onde m = n e ay = Qji- 
Exemplos : 




abed 
b e f g 
c f h i 
d g i k 



Observe que, no caso de uma matriz simetrica, a parte superior £ uma "refle- 
xao” da parte inferior, em rela^ao a diagonal. 



1.3 OPERAQOES COM MATRIZES 



Ao utilizar matrizes, surge naturalmente a necessidade de efetuarmos certas ope- 
rates. Por exemplo, consideremos as tabelas, que descrevem a produ^ao de graos 
em dois an os consecutivos. 



Produgdo de graos (em milhares de toneladas) durante o primeiro ano 




soja 


feijao 


arroz 


milho 


Regiao A 


3000 


200 


400 


600 


Regiao B 


700 


350 


700 


100 


Regiao C 


1000 


100 

! 


500 


800 




Se quisermos montax uma tabela que de a produ^ao por produto e por regiao 
nos dois an os conjuntamente, teremos que somar os elementos corresponden- 
tes das duas tabelas anteriores: 
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3000 200 400 600 5000 50 200 ol 8000 250 600 600 

700 350 700 100 + 2000 100 300 300 = 2700 450 1000 400 

1000 100 500 800 J [,2000 100 600 600 J L 3000 200 1100 1400 - 

Ou seja: 



Produgao de graos (em milhares de toneladas) durante os dois anos 




soja 


feijao 


arroz 


milho 


Regiao A 


8000 


250 


600 


600 


Regiao B 


2700 


450 


1000 


400 


Regiao C 


3000 


200 


1100 


1400 



Po demos considerar agora a seguinte situa^ao. Exist em muitos incentivos 
para se incremental a produ^ao, condi$5es climdticas favoraveis etc., de tal 
forma que a previsao para a safra do terceiro ano sera o triplo da produ^So do 
primeiro. Assim, a matriz de estimativa de produ^ao deste ultimo sera: 













soja 


feijao 


arroz 


milho 






3000 


200 


400 


600 




9000 


600 


1200 


1800 


Regiao A 


700 


350 


700 


100 


= 


2100 


1050 


2100 


300 


Regiao 


B 


_1000 


100 


500 


800_ 




_3000 


300 


1500 


2400 _ 


Regiao 


C 



Acabamos de efetuar, neste exemplo, duas opera^oes com matrizes: soma e 
multiplica^ao por um numero, que serao definidas formalmente, a seguir. 

1.3.1 Adipao: A soma de duas matrizes de mesma ordem, A m xn = 

= [aij] e B m x n = [&i/]> © uma matriz m x n, que denotaremos A + B, cujos 
elementos sao somas dos elementos correspondentes de A e B. Isto e, 

A + B = [dij + bij] m xn 

Exemplo: 




Observe que, pela forma com que foi definida, a adi^ao de matrizes tern as 
mesmas propriedades que a adi^ao de numeros reais. 
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Propriedades: Dadas as matrizes A, B e C de mesma ordem mxn , temos: 

i) A + B = B + A (comutatividade) 

ii) A + (B + C) = (A + B) + C (associatividade) 

Hi) A + 0 = A, onde 0 denota a matriz nula m x n. 

Podera ser usada a notagao 0 m x n P ara a matriz nula, quando houver perigo de 
confusao com o numero zero. 

A operaijao que definiremos a seguir e a multiplica^o de uma matriz 
por um numero (real ou complexo), tamb^m chamada multiplicasao por esca- 
lar. 

1.3.2 Multiplicafao por Escalar: Seja A = [dij] m x n e ^ um numero, entao 
definimos uma nova matriz 

k * A = [kdij] m xn 

Exemplo : 




Propriedades: Dadas matrizes A e B de mesma ordem m x n e numeros k , k v e 
k 2 , temos: 

0 k( A + B) = kA + kE 

ii) ( ki + k 2 ) A = ki A + k 2 A 

iii) 0 • A = 0, isto d, se multiplicarmos o numero zero por qualquer matriz 
A.teremos a matriz nula. 

iv) ki(k 2 A) = (kik 2 )A 

As vezes, 6 conveniente considerarmos as linhas de uma dada matriz como 
colunas de uma nova matriz. 

1.3.3 Transpo$i$ao: Dada uma matriz A = [<*ij] m xn> podemos obter uma 
outra matriz A' = [&,/],, cujas linhas sao as colunas de A, isto e, by = 

A 1 e denominada transposta de A. 

1.3.4 Exemplos 

Exemplo 1: 






8 ALGEBRA UNEAR 



Exemplo 2: 

B * [3 2] B ' ■ [3 2] 

Exemplo 3 : 

[[] ■ P 2] 

Propriedades: 

/) Uma matriz e simetrica se, e somente se ela e igual a sua transposta, isto 
e, se, e somente se A = A\ (Observe a matriz B acima.) 
ii ) A” = A. Isto e, a transposta da transposta de uma matriz e ela mesma. 
Hi) (A + B)' = A' + B'. Em palavras, a transposta de uma soma 6 igual a so- 
ma das transpostas. 

iv) (kA) r = kA\ onde k e qualquer escalar. 

Antes de definir uma outra opera^ao, a multiplica^ao de matrizes, veja- 
mos urn exemplo do que pode ocorrer na pratica, 

Suponhamos que a seguinte matriz. forne^a as quantidades das vitaminas 
A, B e C obtidas em cada unidade dos alimentos I e II. 

ABC 

Alimento I 4 3 0~l 

Alimento II _5 0 1 J 

Se ingerirmos 5 unidades do alimento I e 2 unidades do alimento II, quanto 
consumiremos de cada tipo de vitamina? 

Podemos representar o consumo dos alimentos I e II (nesta ordem) pela 
matriz "consumo”: 

[5 2] 

A operai^ao que vai nos fornecer a quantidade ingerida de cada vitamina 6 o 
“produto”: 

<•> 15 21 g l ?] 

= 15 -4 + 2- 5 5-3 + 2- 0 5-0+2-1] 

= [30 15 2] 

Isto e, serao ingeridas 30 unidades de vitamina A, 15 de B e 2 de C. 
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Outro problema que poderemos considerar em rela^ao aos dados anteriores e 
o seguinte: 

Se o custo dos alimentos depender somente do seu conteudo vitaminico e 
soubermos que os pre$os por unidade de vitamina A, B e C sao, respectivamente, 
1,5, 3 e 5 u.c.p., quanto pagarfamos pela por^ao de alimentos indicada anterior- 

mente? 

1,5 

(**) [30 15 2 ] • 3 

1_5 



= [ 30 ( 1 , 5 ) + 15 ( 3 ) + 2 ( 5 )] 
-[ 100 ] 



Ou seja, pagariamos 100 u.c.p. 



Observamos que nos “produtos” de matrizes efetuados em (*) e ( ), cada 

urn dos elementos da matriz-resultado e obtido a partir de uma linha da primeira 
inatriz e uma coluna da segunda. Alem disso, com rela^ao as ordens das matrizes en- 
volvidas, temos: 

Em (*) L li x 2 • l kx3 = l llX3 

Em (**) [ hx 3 • [ laxi = [ lixi 

O exemplo anterior esboga uma defini^ao de multiplica^ao de matrizes A e B, 
quando A e uma matriz linha. Esta no^ao de produto pode ser estendida para o 
caso mais geral,e os elementos da matriz-produto serao obtidos pela soma de produ- 
tos dos elementos de uma linha da primeira matriz pelos elementos de uma coluna 
da segunda matriz. Por exemplo, 

Sejam 



_ #n #12 #13 
#21 #22 #23 



A matriz -produto AB e a matriz 2X2 definida como. 



i- n ^12 

= r u an a ' 3 ■ b 2i b 22 

[_a 2i a 22 o 23 J ^ 

[ a n b n + # 12^21 + # 13^31 
#21 ^11 + #22 ^21 + # 23^31 



#11^12 + #12^22 + #13^32 
#21 ^12 + #22 ^22 + #23^32 



Agora, passemos para a defini^ao geral. 
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1.3.5 Multiplica$ao de Matrizes: Sejam A = [a,y] m Xn e B = \b rs \ n yp- 
Definimos AB = [c uv ] m x p 

onde 

n 

c uv = ^ a uk^kv - ^ui^iv + + a un^nv 

k= 1 

Observagdes : 

/) So podemos efetuar o produto de duas matrizes A mXn e B/xp se 0 n ^' 
mero de colunas da primeira for igual ao numero de linhas da segunda, 
isto e, n = l. Alem disso, a matriz-resultado C = AB sera de ordem 
m x p. 

ix) 0 elemento qj (i-esima linha e y-esima coluna da matriz-produto) £ obti- 
do, multipiicando os elementos da i-esima linha da primeira matriz pelos 
element os correspondentes da y-esima coluna da segunda matriz, e soman- 
do estes produtos. 

1.3.6 Exemplos 

Exemplo l : 




2 • 1 + 1 • 0 2(-l) +1-4 

4*1 + 2*0 4(-l) + 2*4 

5 • l + 3 * 0 5(-l) + 3 • 4 J 3 X 2 




Exemplo 2: 




Nao 6 possivel efetuar esta multiplica^ao, porque o numero de colunas da primeira 
6 diferente do numero de linhas da segunda. 

Exemplo 3: 




Matrizes 1 1 
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2. Seja A 



T 2 xO 

|_2x - 1 0 J 



Se A' = A, entao x = 



3. Se A e lima matriz sim^trica, entao A - A’ = — .- 

4. Se A € uma matriz triangular superior, entao A' e . 

5. Se A e uma matriz diagonal, entao A' = • 

6. Verdadeiro ou falso? 

a) (-A)' = -(A') 

b) (A + B)' = B' + A' 

c) Se AB = 0, entao A = 0 ou B = 0. 

d) (A, A) (*,B) = (M 2 )AB 

e) (- A) (-B) = - (AB) 

f) Se A e B sao matrizes simetricas, entao AB = BA. 

g) Se A • B = 0, entao B • A = 0. 

h) Se podemos efetuar o produto A ♦ A, entao A e uma matriz quadrada. 



7. Se A 2 = A • A, entao 



r-2 ii 2 

L 3 2j = 



8. Se A 6 uma matriz triangular superior, entao A 2 e 
9 Ache x, y, z, w se [3 4] = [q ?] 



10. Dadas A 



1 -3 2 



4 -3 -1 



mostre que AB = AC. 



14 10 



1 -3 , B = 2 1 1 1 eC= 3 -2 -1 -1 



1-212 



2 1 -1 



2-5-1 0 



11. Suponha que A # 0 e AB = AC onde A, B, C sao matrizes tais que a multiplica- 
920 esteja definida. 

a) B = C? 

b ) Se existir uma matriz Y, tal que YA = I, onde I e a matriz identidade, entao 
B = C? 

12. Explique por que, em geral, (A + B) 2 # A 2 + 2AB + B 2 e (A + B) (A - B) ¥= 
A 2 -B 2 . 



2 -3 -5 



1 -3 -4 



13. Dadas A=-l 4 5 , B = 1-3-5 eC=-l 3 4 



-13 5 



2 -2 -4 



1 -2 -3 
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a) Mostre que AB - BA = 0, AC = A e CA = C. 

b) Use os resultados de (a) para mostrar que ACB = CBA, A 2 - B 2 = 
= (A - B) (A t B) e (A + B) 2 = A 2 + B 2 . 

14. Se A = ^ ache B, de modo que B 2 = A. 

15. Um construtor tem contratos para construir 3 estilos de casa: moderno, medi- 
terraneo e colonial. A quantidade de material empregada em cada tipo de casa e 
dada pela matriz: 



Ferro 


Madeira 


Vidro 


Tinta 


Tijolo 


Moderno 5 


20 


16 


7 


17 


Mediterraneo 7 


18 


12 


9 


21 


Colonial 6 


25 


8 


5 


13 



(Qualquer semeiha^a dos numeros com a realidade e mera coincidence.) 

a) Se ele vai construir 5, 7 e 12 casas dos tipos moderno, mediterraneo e colonial, 
respectivamente, quantas unidades de cada material serao empregadas? 

b) Suponha agora que os preijos por unidade de ferro, madeira, vidro, tinta e ti- 
jolo sejam, respectivamente, 15, 8, 5, 1 e 10 u.c.p. Qual 6 o pre$o unitario 

de cada tipo de casa? 

c) Qual o custo total do material empregado? 

16. Uma rede de comunica9ao tem cinco locais com transmissores de potencias 
distintas. Estabelecemos que ay = 1 , na matriz abaixo, significa que a 
estacjao / pode transmitir diretamente a estafao /, a,y = 0 significa que a 
transmissao da esta^ao i nao alcan9a a esta9ao /I Observe que a diagonal 
principal e nula significando que uma esta9§o nao transmite diretamente 

para si mesma. To 1 1 1 l” 

10 110 
A = 0 1 0 1 0 

0 0 10 1 

_0 0 0 1 0_ 

Qual seria o significado da matriz A 2 = A • A? 

5 

Seja A 2 = [c/y]. Calculemos o elemento c 42 = ^ ^4^2 - 0+0+1 +0+0=1. 

k = i 

Note que a unica parcela nao nula veio de a 42 • = 1-1. Isto significa 

que a esta9ao 4 transmite para a esta9ao 2 atravds de uma re transmissao 
pela esta9ao 3, embora n3o exista uma transmissao direta de 4 para 2. 
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a) Calcule A 2 . 

b) Qual o significado de c 13 = 2? 

c) Discuta o significado dos termos nulos, iguais a 1 e maiores que 1 de 
modo a justificar a afirma^ao: “A matriz A 2 representa o numero de 
caminhos disponiveis para se ir de uma esta 9 ao a outra com uma unica 
retransmissao”. 

d) Qual o significado das matrizes A + A 2 , A 3 e A + A 2 + A 3 ? 

e) Se A fosse sim^trica, o que significaria? 



17. Existem tres marcas de automoveis disponiveis no mercado: o Jacare, o 
Piranha e o Urubu. 0 termo da matriz A abaixo € a probabilidade de 
que urn dono de carro da linha i mude para o carro da coluna /, quando 
comprar um carro novo. 





Para 




J 


P 


U 


0,7 


0,2 


0,1 


0,3 


0,5 


0,2 


0,4 


0,4 


0,2 



Os termos da diagonal dao a probabilidade a# de se comprar um carro 
novo da mesma marca. 

A 2 representa as probabilidades de se mudar de uma marca para outra 
depois de duas compras. Voce pode verificar isto a partir dos conceitos basicos 
de probabilidade (consulte 1.5) e produto de matrizes. 

Calcule A 2 e interprete. 



18. Tente descobrir outras situa 9 oes concretas que possam ser analisadas de 
modo similar ao de cada um dos problemas 15, 16 e 17. 



* 1.5 PROCESSOS ALEATORIOS: CADEIAS DE MARKOV 

Muitos dos processos que ocorrem na natureza e na sociedade podem ser estu- 
dados (pelo menos em primeira aproxima 9 ao) como se o fenomeno estudado 
passasse, a partir de um estado inicial, por uma seqiiencia de estados, onde a 
trans^ao de um determinado estado para o seguinte ocorreria segundo uma 
certa probabilidade. (Suporemos nesta sec 9 ao um conhedmento minimo sobre 
probabilidades.) No caso em que esta probabilidade de trans^ao depende ape- 
nas do estado em que o fenomeno se encontra e do estado a seguir, o proces- 
so sera chamado processo de Markov e uma seqiiencia de estados seguindo 
este processo sera denominada uma cadeia de Markov. Evidentemente, ao se 
supor tal restr^ao estaremos simplificando, talvez demasiadamente, uma vez 



que as probabilidades podem se modificar com o tempo. Mas, assim mesmo, a 
informa 9 ao que obtivermos com este modelo ja nos servira de auxflio para 
uma previsao do comportamento de certos fenomenos. 

Suponhamos, por exemplo, que, em uma determinada regiao, observa-se 
que se chover bastante durante um ano, a probabilidade de que chova bastante 

1 3 

no ano seguinte 6 — , e que a probabilidade de que fa 9 a seca e de — . Ainda, 

se houver seca em um ano, no ano seguinte a probabilidade de haver seca ou 

chuva suficiente serii a mesma, e igual a y . Suponhamos tamb6m, para simplificar 

(o que nao ocorre na pratica, embora possamos usar como recurso para ter um 
indicador da situa 9 ao), que estas probabilidades nao mudem com o decorrer do 
tempo. Os estados possiveis para este processo sao; chuva e seca. 

Podemos ter, entao, as seguintes seqiiencias de acontecimentos (arvore de 
probabilidades): 

Assim, sabendo que no primeiro ano houve seca, a probabilidade de que 

chova bastante no terceiro ano + Conforme o numero de 

anos aumenta, as contas se tornam mais complicadas e, se estivermos interessa- 
dos em previsoes a longo prazo sobre o clima da regiao, temos que procurar 
um outro procedimento. Isto pode ser feito se introduzirmos a no 9 ao de matriz 
das probabilidades de trartsigao, e a de vetor de probabilidades. A matriz T das 
probabilidades de trans^ao £ obtida da tabela de probabilidades onde o elemen- 
to na z'-6sima linha e /-esima coluna indica a probabilidade de trans^ao do /-e si- 
mo para o z-esimo estado. 

19 ano 29 ano 39 ano. . . 
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0 vetor de probabilidades e a matriz 




cuja primeira linha da a probabilidade de que haja chuva no n-e simo ano e a segunda 
linha da a probabilidade de que haja seca no H-esimo ano. 

Analisando a arvore de probabilidades vemos que 




7 P (l) 
4 




P 



,(i) 

s 






P 



, 0 ) 

s 



Observamos que T * 




4 2 
3 1 



4 2 





(D 

s 





(0 

$ 



e portanto 




0 mesmo ocorre do segundo para o terceiro ano, deste para o quarto etc. Temos, 
entao, a sequential 

l?ano 2? ano 3? ano 
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Portanto, o comportamento do clima desta regiao a longo prazo (isto e, quando n 
aumenta) podera ser previsto se soubermos que os elementos das matrizes T", 
n = 1, 2, . . . se aproximam dos elementos de uma matriz fixa P pois, neste caso, 

pfP > Pi e p^ n) ► p 2 quando n ► 




(Tal previsao e importante, pois se chegarmos, por exemplo, k conclusao que 
-► 1 quando n ^ ° © , a longo prazo a regiao se tomard um deserto.) 

Se T” nao se aproxima de uma matriz P, entao nao poderemos fazer ne- 
nhuma previsao a longo prazo, pois o processo se modificara bastante a cada 
passo. Assim, um dos problemas que devemos resolver e quais sao as cond^oes 
sobre a matriz T das probabilidades de trans^ao, para que suas potencias se 
aproximem de uma determinada matriz. Antes de resolver isto, por^m, vamos 
formalizar a situasao anterior. 

1.5.1 Defini$ao: Um processo aleatdrio de Markov e um processo que po- 
de assumir estados a ly a 2 , a r> de tal modo que a probabilidade de trans^ao 
de um estado ay para um estado a/ seja p,y (um numero que so depende de aj 
e a,). 

A matriz das probabilidades de transigao (matriz estocdstica) € dada por: 



Pn 


P 12 


• ■ Pir 


P 21 


P22 . 


• • Pir 


Pn 


Pn ■ 


Pn 



(Observe que > 0, e que a soma de cada coluna deve ser 1.) 

0 vetor de probabilidades e aquele cuja i-esima linha da a probabilidade 
de ocorrencia do estado a, ap6s n transasoes: 
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Seguindo o racioci'nio do exemplo anterior vemos que, ap6s n passos, 



T" . 



1.5.2 Previsoes a Longo Prazo: Para podermos fazer previsoes a longo 
prazo, a matriz T deve cumprir certas condifoes. Assim, introduzimos a defini$ao 
a seguir. 

1.5.3 Definipao: Uma matriz das probabilidades de transiijao e regular se 
alguma de suas potencias tem todos os elementos nao nulos. 

A importance da matriz regular para as previsoes a longo prazo e dada 
pelo teorema abaixo: 

1.5.4 Teorema: Se a matriz T r x r das probabilidades de transifao 6 regular, 
entao: 

/) As potencias T” aproximam-se de uma matriz P, no sentido de que cada 

elemento de T” aproxima-se do elemento correspondente em P. 

//) Todas as colunas de P sao iguais, sendo dadas por urn vetor-coluna 




com Pi > 0, P 2 > 0, p r > 0. 

Hi) Para qualquer vetor de probabilidades inicial 

V, = : 

w°J 

o vetor de probabilidades T n V, aproxima-se de V (dado no item anterior). 
iv) 0 vetor V e o unico vetor que satisfaz V = TV. 
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O que este teorema nos diz e que se a matriz das probabilidades de tran- 
si$ao e regular, entao e possfvel fazer previsao a longo prazo e esta nao depen- 
de das probabilidades iniciais V t . Alem disso, o item (iv) nos indicara como 
achar as probabilidades depois de um longo prazo. 0 processo utilizado para se 
encontrar o vetor “final” de probabilidades, usando o item (iv), corresponde a 
procura de autovetor associado ao autovalor um da matriz T, segundo as deno- 
mina 9 oes que veremos no Capitulo 6. Nao faremos a prova deste teorema por- 
que isto nos desviara demais de nossos objetivos. 



1.5.5 Exemplos 

Exemplo 1: No problema sobre previsao de clima que estavamos estudan- 
do na introdu^ao, 




e regular pois sua primeira potencia, isto ela mesma, ja tem todos os elemen- 
tos estritamente positivos, e assim podemos concluir, usando o item (iV), que 
quaisquer que sejam as probabilidades iniciais, as probabilidades a longo prazo 
sao dadas por: 




f Pc ~ 4 Pc + 2 

| 3 1 

IPs = 4 Pc + 2 P* 



ou 



r 2 p s = 3 p c 

[2 p s = 3 p c 




3 

Como devemos ter p c + p s = 1 (que € a probabilidade total), temos ft +yft- - 
= 1 ou p c = 4 e > portanto, p s = 4 . Assim, a longo prazo a probabilidade de 

, 3 

um ano de chuva e ~ , enquanto que a probabilidade de um ano de seca e 
(dentro das hipoteses simplificadoras), e portanto a regiao tendera a uma ligeira 
aridez. 
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Exemplo 2: Suponhamos que em uma determinada regiao, a cada ano 

tres por cento da popula 9 ao rural migra para as cidades, enquanto que apenas 
um por cento da popula^ao urbana migra para o meio rural. Se todas as de- 
nials cond^oes permanecerem estaveis, as cond^oes poh'ticas nao mudarem, e 
estas porcentagens de migra 9 ao continuarem as mesmas, qual deve ser a rela 9 ao 
entre as popula 9 oes urbana e rural desta regiao a longo prazo? 

Como tres por cento da popula 9 ao rural migra para o meio urbano, a 
probabilidade de migra 9 ao do meio rural para o meio urbano e 0,03, enquanto 
que a probabilidade de nao migra 9 ao e 0,97. Como um por cento da popula 9 ao 
urbana migra para o meio rural a probabilidade de migra 9 ao do meio urbano 
para o rural e 0,01 e a de nao migra 9 ao e 0,99. Denotando por U o meio ur- 
bano e por R o meio rural, temos a matriz das probabilidade s de trans^ao: 





R 


u 


R 


0,97 


0,01 


U 


0,03 


0,99 



Como a matriz £ regular, a longo prazo as probabilidades p R , de viver no meio 
rural, e pu, de viver no meio urbano, devem satisfazer 

0,97 0,01 p R p R 

0,03 0,99 py Pu 

donde p v = 3 p R e, como devemos ter p v + p R = 1, temos p R = 0,25 e 

Pu = 0,75. Ou seja, a longo prazo, e se nao houver modifica 9 oes nas tendenci- 

as de migra 9 ao, teremos 25% da popula 9 ao no meio rural e 75% da popula 9 ao 
no meio urbano. 

Exemplo 3: Observa-se experimentalmente que, em cond^oes naturais e 

sem ser submetida a pesca industrial, a quantidade de uma certa especie de 
peixes varia da seguinte forma: se em um determinado ano a popula 9 ao dimi- 
nuiu, a probabilidade de que diminua ainda mais no ano seguinte e de 0,6 e, 
se em um determinado ano a popula 9 ao aumenta, a probabilidade de que dimi- 
nua no ano seguinte e de apenas 0,3. Entretanto, observa-se que sendo subme- 
tida a pesca industrial, quando a populagao aumenta num determinado ano, a 
probabilidade de que diminua no ano seguinte se altera para 0,5, enquanto que 
se a popula 9 ao diminui num ano, a probabilidade de que diminua no ano se* 
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guinte continua sendo de 0,6. Deseja-se saber como, a longo prazo, a pesca in- 
dustrial estara afetando os peixes dessa especie, para ver se e necessario diminuir 
a intensidade de pesca ou se, ao contrario, e possivei aumenta-la. 

Os estados deste processo sao: diminu^ao da popula 9 ao (D) e aumento 
da popula 9 ao (A). Entao, sem haver pesca industrial, a matriz de probabilidades 
de trans^ao e 





D 


A 


D 


0,6 


0,3 


A 


0,4 


0,7 



Como e uma matriz regular, as probabilidades p D da popula 9 ao diminuir e p A 
da popula 9 ao aumentar a longo prazo sao dadas por 



'0,6 


0,3' 


. [ P D 


_ ~PD 


.0,4 


0,1 _ 


.Pa. 


.Pa. 



que, sendo resolvida (lembrando que p D + p A =1), fornece p D - j e p A = — 

Portanto, como a probabilidade de a popula 9 ao aumentar e maior, em condi- 
9 oes naturais, a especie tern a sobrevivencia razoavelmente garantida. Com a 
pesca industrial, a matriz se altera para 





D 


A 


D 


0,6 


0,5 


A 


0,4 


0,5 



Como e uma matriz regular, a longo prazo pjy e p A sao dadas por 



0,6 0,5l [Pd] = |” Pd 

0,4 0,5 J ’ p A lp A 



Assim, temos p D = -| e p A = . Como a probabilidade de a popula 9 ao dimi- 

nuir e maior, se a especie for submetida a pesca industrial, sua sobrevivencia 
sera amea 9 ada e, portanto, a pesca deve ser diminuida. 

Exemplo 4; Duas substancias distintas estao em contato e trocam ions de 
sodio entre si. Sabe-se (por dedugao te6rica, ou experimenta 9 ao) que um ion 
de sodio do meio (1) tern probabilidade 0,7 de passar ao meio (2), enquanto 
que um ion de sodio que esteja no meio (2) tem probabilidade 0,1 de passar 
ao meio (1). Colocando-se dois moles de sodio no meio (1), quais serao as con 
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meio (1) meio (2) 




Figure 1.5.2 

centra 9 oes de sodio em cada um dos meios, apos um longo periodo de tempo? 

Os estados deste processo sao: o ion esta no meio ( 1 ) e o ion esta no 
meio (2). A matriz de probabilidades de transigao e: 





meio ( 1 ) 


meio ( 2 ) 


meio ( 1 ) 


0,3 


0,1 


meio ( 2 ) 


0,7 


0,9 



Sejam p x e p 2 as probabilidades de estar no meio ( 1 ) e (2), respectivamente. 
Entao, inicialmente, quando todo o sodio foi colocado no meio (1), P\ = 1 e 
p[ l) = 0. Como a matriz de probabilidades 6 regular, a longo prazo as proba- 
bilidades nao dependem das probabilidades iniciais, e devem satisfazer 

[0,3 0,1] [PH [Pi] 

|_0,7 0,9 J ’ LpjJ L Pi\ 

Resolvendo (lembrando sempre que p x + p 2 = 1), temos p x =jep 2 = ~ . 
Logo, as concentrates finais em cada meio sao -T • 2 = 0,25 moles no meio 
( 1 ) e -T • 2 = 1,75 moles no meio (2). 

O 

1.5.6 Previsoes em Genetica: Com pequenas modifica 96 es das ideias usadas 
nos processos de Markov, podemos estudar varios problemas gen^ticos. Sabemos 
que o tipo mais simples de transmissao de heran 9 a genetica e efetuado atraves 
de pares de genes, os quais podem ser ambos dominantes, recessivos, ou um 
dominante e outro recessivo. Chamemos G o gene dominante ego gene reces- 
sivo. Um individuo sera chamado dominante se tiver genes GG, hibrido se tiver 
genes Gg , e recessivo, caso os genes sejam gg. Um individuo herda os genes ao 
acaso, um deles de seu pai e o outro de sua mae. Assim, nos varios tipos de 
cruzamento, temos probabilidades distintas de transmissao de heran 9 a genetica. 
No caso de cruzamento de individuos dominantes teremos somente fllhos de 
genotipos dominantes. 
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GG com probabilidade 1 
GG cruzado com GG — - ► Gg com probabilidade 0 

com probabilidade 0 

No caso de cruzamento de individuos recessivos, teremos: 



gg cruzado com gg 



^GGcom probabilidade 0 
- Gg com probabilidade 0 
gg com probabilidade 1 



No caso do cruzamento de um individuo dominante com um recessivo, temos: 

^ GG com probabilidade 0 

GG cruzado com gg ► Gg com probabilidade 1 

gg com probabilidade 0 

No caso do cruzamento de um individuo dominante com um hibrido, temos: 



GG cruzado com Gg 



GG com probabilidade 0,5 
Gg com probabilidade 0,5 
gg com probabilidade 0 



No caso recessivo e hibrido, temos: 

GG com probabilidade 0 

gg cruzado com Gg — ► Gg com probabilidade 0,5 

gg com probabilidade 0,5 



E finalmente, no caso de dois individuos hibridos, temos: 

GG com probabilidade 0,25 

Gg cruzado com Gg ► Gg com probabilidade 0,5 

gg com probabilidade 0,25 



Denotando por d , dominante, r, recessivo e h, hibrido, e os respectivos cruza- 
mentos por d X d, d X r etc., colocando as probabilidades em colunas, pode- 
mos montar a seguinte matriz T: 




Biblioteca de O 
CiSncia 4 TecnolVq 

UFPel 
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Alem disso, numa popula^ao numerosa composta por uma porcentagem 
p £0 de individuos de caracteristicas dominantes, de individuos hibridos e 

de individuos de caracteristicas recessivas, a probabilidade de cruzamento 
de genes de um individuo dominante com outro dominante • P Se 

quizermos calcular a probabilidade de um cruzamento onde um dos individuos 
e dominante e o outro e hfbrido, temos que somar p ^ * p^ (considerando 
que o primeiro e dominante e o segundo e hfbrido) a pj^ - Assim, a 
probabilidade e de 2 p^ • Os outros casos seguem o mesmo raciocfnio e 
temos entao: 



Cruzamento 


Probabilidade 


d X d 


pf-p? 


r X r 


p { r l) • it" 


d X r 


2P<, 1) -P ( r l) 


d X h 


2 p<l'-pi" 


r X h 


2 p ( r l) • p j>° 


hX h 


it," ' Ph ] 



(Estamos supondo que a caracterfstica genetica analisada seja tal que nao inter- 
fira no cruzamento natural.) 

Entao, podemos ter as porcentagens de individuos dominantes, p£ , de 
individuos hibridos, pj*\ e de individuos recessivos, p*f \ da segunda gera^ao, 
multiplicando as matrizes: 

p { d l) • Pa l) 

p #> 1 0 0 0,5 0 0,25 Pr } - Pr ) 

pj- 2 > = 0 0 1 0,5 0,5 0,5 • 2P ^ ’ Pr 

p™ 0 10 0 0,5 0,25 ' P ^ } 

J L J 2^) • 

_ pW • 

Supondo que nao haja. novo cruzamento de individuos da primeira gera- 
9 ao (o que, em geral, ocorre com popula 9 oes de insetos etc.), uma vez obtidas 
as porcentagens de individuos da segunda gera 9 ao, podemos obter as porcenta- 
gens da terceira gera 9 ao, multiplicando novamente a matriz T pelos novos da- 
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dos, e assim sucessivamente. Dessa forma, obtemos o perfii genetico de qualquer 
gera 9 ao. Evidentemente, os calculos tornam-se demorados, mas podem ser feitos 
facilmente, se usarmos calculadoras. Este tipo de analise e muito simples (de- 
mais talvez), mas e importante em muitos campos, como em Agricultura, para 
se ter uma ideia da propaga 9 ao da resistencia genetica a certos tipos de doen 9 a, 
da resistencia de insetos a tipos de inseticidas etc. 



Exemplo : Aplica-se um certo tipo de inseticida em uma planta 9 ao, 
para se combater uma determinada especie de insetos. Apos a aplica 9 ao verifi- 
ca-se que, dos poucos insetos sobreviventes, 60% eram resistentes ao inseticida 
e os outros 40% nao o eram (e haviam sobrevivido por razoes casuais). Sabe-se 
que o ciclo de vida desses insetos e de um ano e que eles se cruzam apenas 
uma vez em cada gera 9 ao. Alem disso, ficou comprovada que a resistencia ao 
inseticida e uma caracterfstica dominante e que o inseticida nao foi aplicado 
novamente. Tendo estes dados em mente, perguntamos qual e a porcentagem 
de insetos resistentes ao inseticida apos dois anos? 

Como a resistencia d uma caracterfstica dominante, os insetos resistentes 



podem ter genotipo GG ou Gg na rela 9 ao 1 :2, e assim, 20% dos insetos resis- 
tentes sao dominantes e 40% sao hfbridos. Temos, portanto, pj l) = 0,2, p^ = 
= 0,4 e pY' = 0,4 e assim, a distribu^ao da porcentagem dos insetos apos um 



ano e dada por 



'^>1 [l 0 

p ( h 2) = 0 0 

.Pr 2) \ 1 ° 1 



0 


0,5 


0 


0,25 


1 


0,5 


0,5 


0,5 


0 


0 


0,5 


0,25 



( 0 , 2 ) . ( 0 , 2 ) 
(0,4) • (0,4) 
2(0,2) • (0,4) 
2(0,2) . (0,4) 
2(0,4) • (0,4) 
(0,4) • (0,4) 



ou seja, = 0,16, = 0,48 e p^ = 0,36. Apos mais um ano, a distribui- 

$ao de insetos sera dada por 




(0,16) (0,16) 
(0,36) (0,36) 

2(0,16) (0,36) 

2(0,16) (0,48) 

2(0,36) (0,48) 

(0,48) (0,48) 



ou seja, p^ = 0,16, pff = 0,48 e p ^ = 0,36. Assim, apos dois anos, a por- 
centagem dos insetos resistentes ao inseticida sera p ^ + p'h * = 016 + 0,48 = 
= 0,64, ou seja, 64% da popula^o e resistente. Dessa forma, se for necessaria 
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uina nova aplicaijao de inseticida, nao sera conveniente aplicar o mesmo tipo, 
pois ele matara no maximo 36% do insetos. 

Observe que a distribui^ao dos insetos quanto ao genotipo GG, Gg ou gg 
permaneceu a mesma na segunda e terceira gera^oes. = p[ ?’ = 0,16 

4 2) = Pi 3) = 0,48 e p ( r 2) = p< 3) = 0,36.) 

Calcule as probabilidades para a quarta gera$ao de insetos (depois de tres 
anos). 0 resultado que voce obteve nao e uma casualidade. Existe uma “lei ge- 
netica” muito conhecida, que estabelece sob conduces ideais que depois da se- 
gunda gera^ao, a distribuicao entre os genotipos permanece a mesma. Assim, se 
partirmos de uma popula$ao onde a forma^ao inicial € dada por freqiiencias 
p h l) = u, pj, l) = v e p ( r l) = w, temos: 



Genotipo 


Geragdo inicial 


Geragdes seguintes 


GG 


u 


(« +|) 2 


Gg 


V 


2(u +—■) (w + -j) 


gg 


w 





Voce pode mostrar esta rela 9 §o atraves do produto de matrizes. 

No “modelo genetico” considerado neste paragrafo, 6 assumida uma situa- 
^ao-padrao: nao existe migra^ao, os encontros sao ao acaso, nao ocorrem muta- 
tes nem seU^ao, os dois sexos aparecem sempre em quantidades iguais. 

Esta relaijao de estabilidade genetica aqui apresentada foi mostrada inde- 
pendentemente, pelo matematico G. H. Hardy e o genetico W. Weinberg em 
1908. 



*1.6 EXERCICIOS 

1. Suponha que urn corretor da Bolsa de Valores fa?a urn pedido para comprar 
a^oes na segunda-feira, como segue: 400 quotas de a 5 ao A, 500 quotas da 
a§ao B e 600 quotas da a^ao C. As a^oes A, B e C custam por quota 
Cr$ 500,00, Cr$ 400,00 e Cr$ 250,00, respectivamente. 

a) Encontre o custo total de a 5 oes, usando multiplica ? ao de matrizes. 



b) Qual sera o ganho ou a perda quando as aqdes forem vendidas seis meses 
mais tarde se as a^oes A, B e C custam CrS 600,00, Cr$ 350,00 e 
Cr$ 300,00 por quota, respectivamente? 

2. £ observado que as probabilidades de urn time de futebol ganhar, perder e 

empatar uma partida depois de conseguir uma vitoria sao -i- , j e 1 respec- 

3 3 2 

tivamente; e depois de ser derrotado sao ’ fo e T ’ respectivamente; e 

1 2 2 

depois de empatar sao - e-~ , respectivamente. Se o time nao melhorar 

nem piorar, conseguira mais vitorias que derrotas a longo prazo? 



3. Numa pesquisa procura-se estabelecer uma correla^ao entre os niveis de esco* 
iaridade de pais e filhos. Estabelecendo as letras P para os que concluj'ram o 
curso primario, S para o curso secundario e U para o curso universitario, a 
probabilidade de uni filho pertencer a um destes grupos, dependendo do gru- 
po em que o pai esta e dada pela matriz 



P S U 



P 

S 

u 



_ 2 _ 

3 

J_ 

3 

0 



3 

J_ 

3 

1 

3 



0 



3 

2 

3 



Qual e a probabilidade de um neto de um individuo que realizou o curso 
secundario ser um universitario? 



4. Numa cidade industrial, os dados sobre a qualidade do ar sao classificados 
como satisfat6rio (S) e insatisfatorio (I). Assuma que, se num dia € registrado 

S, a probabilidade de se ter S no dia seguinte 6 de J- e que, uma vez regis* 

trado I, tem-sey de probabilidade de ocorrer S no dia seguinte. 

a) Qual e a probabilidade do quarto dia ser S, se o primeiro dia e I? 

b) O que se pode dizer a longo prazo sobre a probabilidade de termos dias 
S ou I? 

5. Numa ilha maravilhosa verificou-se que a cor azut ocorre em borboletas de 
genotipo aa , e nao ocorre em Aa e AA. Suponha que a propor^ao de bor- 
boletas azuis seja y . Depois de algumas gera^es, qual sera a porcentagem 
das borboletas nao azuis, mas capazes de ter filhotes azuis? 
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1.7 RESPOSTAS 

1.7.1 Respostas de 1.4 



2. x = 1 

4. Triangular inferior 

6. a) V; b) V, c) F; d) V, e) F; /) F; g ) F; h ) V 
8. Triangular superior 

12. Porque em geral o produto de matrizes nao e comutativo. 

15. a) [146 526 260 158 388] 

‘492’ 

b) 528 
.465., 

c) CrS 11.736,00 

16. a) 112 3 1 

0 2 2 2 2 

10 2 11 

0 10 2 0 

00101 



17. [0,59 


0,28 


0,13'" 


0,44 


0,39 


0,17 


0,48 


0,36 


0,16 



1.7.2 Respostas do 1.6 



2 As probabilidades de ganhar, perder ou empatar, a longo prazo, sao aproxi- 
madamente iguais a 1/3, sendo a probabilidade de ganhar ligeiramente maior. 

3. A probabilidade e 1/3. 

4. d) 31/125 a . , , . . , . 

b) A longo prazo, a probabilidade de termos dias satisfatonos e 1/4 e de 

temios dias insatisfatorios e 3/4. 
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SISTEMAS DE EQUAQOES 
LINEARES 



2.1 INTRODUQAO 

Na natureza, as coisas estao sempre mudando, se transformando, e o ser huma- 
no, para garantir sua sobrevivencia e melhorar sua existencia, precisa conhecer 
e dominar estes processos de mudan^a. Um dos metodos encontrados para se 
descrever estas transformasoes foi o de procurar nestas o que permanece cons- 
tants durante a mudan 9 a. Por exemplo, sabemos que o hidrogenio (H 2 ) reage 
com o oxigenio (0 2 ) para produzir agua (H 2 0). Mas, quanto de hidrogenio e 
de oxigenio precisamos? Esta e uma mudan^a que podemos descrever do seguin- 
te modo: x moleculas de H 2 reagem com y moleculas de 0 2 produzindo z mo- 
leculas de H 2 0, ou esquematicamente: 

xH 2 + y0 2 — * zH 2 0. 

O 4 ue permanece constante nessa mudan^a? Como os atomos nao sao 
modificados, o numero de atomos de cada elemento no inicio da rea 9 ao deve 
ser igual ao numero de Atomos desse mesmo elemento, no fim da rea 9 ao. Assim, 
para o hidrogenio devemos ter 2x = 2 z, e para o oxigenio, 2y = z. Portanto, as 
as nossas incognitas x> y e z devem satisfazer as equa 9 oes: 



2x - 2z = 0 
2 y - z = 0 
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Se conseguirmos descobrir quais sao os numeros x, y, z que satisfazem simul- 
taneamente estas redoes, teremos aprendido um pouco mais sobre como se 
comporta a natureza. 

Este procedimento que consiste em identificarmos o que permanece cons- 
tante na mudan 9 a, leva a um sistema de equa 9 oes que precisa ser resolvido e, 
em muitos casos, as equa 9 oes envolvidas sao lineares (como no exemplo ante- 
rior da rea 9 ao de H 2 com 0 2 ). Evidentemente, voce ji sabe um pouco como 
resolver este tipo de sistema, mas quando o numero de equa9<3es se torna muito 
grande, ou temos menos equa 90 es do que incognitas (como no caso anterior), 
podem surgir muitas duvidas, ate mesmo sobre a existencia ou nao de solugao 
para o sistema. 

Por outro lado, em sistemas que apresentam mais do que uma solu 9 ao e 
necessario ter-se uma forma clara de se expressar todas elas. Por exemplo, no 
sistema anterior voce pode encontrar duas soh^oes distint as para (x, y, z) 

(fa 9 a isto!), mas s6 o tera resolvido se conseguir expressar o conjunto de todas 
as soloes. Por is so, nosso objetivo neste capitulo e estudar um me'todo para 
a resolu 9 ao de sistemas lineares em geral. A tdcnica que sera utilizada pode nao 
ser a melhor no caso de sistemas muito simples, mas tern a vantagem de poder 
ser aplicada sempre e ser facilmente mecanizada. £ particularmente util em sis- 
temas com grande numero de incdgnitas onde o uso de calculadoras e inevita- 
vel. Em srntese, este metodo consiste em substituir o sistema inicial por siste- 
mas cada vez mais simples, sempre “equivalentes” ao original. 

Comecemos com o seguinte exemplo. (Para efeito de visualiza 9 ao, coloca- 
remos ao lado de cada sistema uma matriz a ele associada.) 



r 

*1 


+ 4*2 


+ 3*3 = 1 


0) 


1 


4 


3 


1 


2*i 


+ 5*2 


+ 4*3 = 4 


(2) 


2 


5 


4 


4 


*i 


- 3*2 


1 

u> 

II 


(3) 


1 


-3 


-2 


5 



1? Passo : Eliminamos jt] das equa 9 oes (2) e (3). Para isto, multiplicamos a 
equa 9 ao (1) por -2 e somamos a equa 9 ao obtida com a equa 9 ao (2), obtendo 
uma nova equa 9 ao (2'). Da mesma maneira produziremos a equa 9 ao (3 r ), obti- 
da ao multiplicarmos a equa 9 ao (1) por -1, somando esta nova equa 9 ao a equa- 
9 ao (3). Isto resulta no seguinte sistema: 



(II) 



*i + 4*2 + 3*3 * 1 O') 

0*! - 3*2 - 2*3 = 2 (2') 

Ox i - 7*2 - 5*3 = 4 (3') 



14 3 1 

0-3-22 
0-7-54 
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2P Passo: Tornamos o coeficiente de x 2 da equa9ao (2') igual a 1. Para isto, 
multiplicamos a equa 9 ao (2') por -1/3. O sistema resultante e: 

r *! + 4*2 + 3*3 =1 0") 14 3 1 

(III) .0*1+ x 2 +Y x 3 = -f ( 2 ") 0 1 T "T 

L 0x, - 7*2 - 5*3 = 4 (3”) _0 -7 -5 4_ 

3 ? Passo : Eliminamos x 2 das equa?6es (l") e (3"). Para isto, multiplicamos a 
equaijao (2”) por -4 e somamos a esta a equa^ao (l"), obtendo (1"'). De ma- 
neira analoga obtemos (3"'), multiplicando a equasao (2'') por 7 e somando a 
esta nova equaijao a equaijao (3”). 



*i 


+ 0*2 + 


II 

X 


il 

3 


(i"') 


1 


0 


1 

3 


11 

3 


0*! 


+ * 2 + 


2_ y _ 
3 


2 

3 


(2"') 


0 


1 


2 

3 


2 

“ 3 


0*! 

V. 


+ 0* 2 - 


7 * 3 = 


2 

“ 3 


(3'”) 


0 


0 


1 

‘ 3 


2 

3^ 



4? Passo : Tornamos o coeficiente de * 3 na equaijao (3"') igual a 1. Para isto, 
multiplicamos a equaijao (3'") por -3. Isto resulta no seguinte sistema: 



*i + 0*2 + -y *3 = -— O'* 1 ) 

(V) < o*, + *2 + y x * = -y < 2 ' v ) 

0*i + 0*2 + *3 = 2 (3 n ’) 



1 0 f 

o i 4 
0 0 1 



5? Passo : Eliminamos * 3 das duas primeiras equates do sistpma V. Multiplica- 
mos a equaijao (3"’) por -1/3 e somamos a esta nova equaijao a equajao (l n ). 
De modo analogo, multiplicamos a equaijao (3 ,v ) por -2/3 e a esta nova equa- 
9 ao somamos a equaijao (2 n ). Sistema resultante: 



*, + 0*2 + 0*3 = 3 
(IV) \ 0*! + *2 + 0* 3 = -2 

0*, + 0*2 + *3 = 2 



1 0 0 
0 1 0 
0 0 1 



ou ainda: 



*i=3 

*2 = -2 
*3=2 
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Assim, cada sistema foi obtido a partir do sistema anterior, por “opera- 
90 es” que preservaram as igualdades. Por isto, cada terna (x x , x 2 , x 2 ) que e so- 
lu 9 ao do sistema I, tambem sera soiu 9 ao dos sistemas seguintes. Deste modo, 
uma vez encontradas as solu 9 oes do sistema VI, as soloes do sistema I, se 
exist ire m devem estar entre estas, isto e, toda solugdo do sistema I tambem e 
solugdo do sistema VI. 

0 ponto fundamental deste procedimento e que as etapas sao todas re- 
versi'veis. Por exemplo, part in do do sistema II podemos obter o sistema I, da 
seeuinte maneira : 

(1) - O') 

(2) = 2 . 0') + (2') 

(3) = d') + (3') 

(Com esta not^o estamos querendo indicar que, por exemplo, a segunda linha 
(2) do sistema I e obtida multiplicando-se por dois a primeira linha (f) do sis- 
tema II e somando-se a segunda linha (2 # ) do sistema II, isto 6 , (2) = 2 • 

• d')+(n) 

De modo analogo, voce pode obter o sistema V a partir de VI, IV a par- 
tir de V, III a partir de IV e II a partir de III. Usando o mesmo argumento 
anterior, podemos dizer que toda solugdo de VI tambem e solugdo de I. A par- 
tir das duas afirma 9 oes destacadas acima conclurinos que os sistemas I, II, III, 
IV, V e VI tern as mesmas soloes e, portanto, x x = 3, * 2 = -2 e x 3 = 2, 
que e a solu 9 ao de VI, e a unica solu 9 ao do sistema initial I. (Voce pode ve- 
rificar por substitu^ao direta, que esta d uma soh^ao, mas apenas como ga- 
rantia de que nao erramos nos c^lculos.) 

Podemos afirmar que no exemplo anterior os sistemas I, II, III, IV, V e 
VI sao equivalentes segundo a defin^ao dada a seguir. 

Observe que, no exemplo anterior, as unicas operagoes que efetuamos 
sao dos seguintes tipos: 



nosso primeiro passo seria permutar as equa95es (1) e (2), de modo a obter o 
coeficiente de x x diferente de zero na primeira equa 9 ao. 

Estas opera goes num sistema produzem sempre sistemas com mesmo 
conjunto-solugdo , como vimos no exemplo anterior. Uma demonstra 9 ao formal 
deste fato, usando matrizes elementares, sera vista em 3.8.5. Agora iremos usar 
matrizes para apresentar uma maneira organizada de resolver sistemas de equa- 
9 oes, seguindo a ideia do exemplo anterior. Antes, porem, vamos formal izar 
alguns conceitos. 

2.2 SISTEMAS E MATRIZES 

2.2.1 Conceitos 

Um sistema de equa 90 es lineares com m equa 9 oes e n incognitas e um conjunto 
de equa 9 oes do tipo: 

a \\X\ &\2 X 2 "f a in x n ~ 

a 2\ X \ ■*" a 22 X 2 * + a 2 n x n = &2 

(*) \ : : : 

a mi x \ a m2 x 2 + + a mn x n = 

s. 

com ay, 1 < i < m, 1 </</?, numeros reais (ou complexos). 

Uma solugdo do sistema (*) e uma n-upla de numeros (*i, x 2 , *„) 

que satisfaga simultaneamente estas m equa 9 oes. 

Dois sistemas de equa 9 oes lineares sao equivalentes se, e somente se toda 
solu 9 ao de qualquer um dos sistemas tambem 6 soh^ao do outro. 

2.2.2 Sistemas e Matrizes 



i) Multiplicar uma equa 9 ao por um numero diferente de zero. 

ii) Adicionar a equa 9 §o a outra. 

Existe ainda uma outra opera 9 ao que as vezes precisaremos efetuar neste 
procedimento, e ela tambem e reversivel. 

Hi) Permutar duas equa 9 oes. 



Podemos escrever o sistema (*) numa forma matricial: 



&U a \2 

a 2\ a 22 


a \n 
a 2 n 




x i 

x 2 




b , 

b 2 


a m\ a m2 


a mn_ 








1 

.. s 



ou A • X = B onde 



Por exemplo, no sistema: 





x 2 


+ 3*3 = 5 


(1) 


A — 






- *1 


+ 3x 2 


+ *3 = 2 


(2) 


A — 


• 




2x x 


+ 4*2 


- *3 = 1 


(3) 




a m\ 


•• a mn 
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e a matriz dos coeficientes, 




a matriz das incognitas e 




a matriz dos termos independentes. 

Uma outra matriz que podemos associar ao sistema e 




que chamamos matriz ampliada do sistema. Cada linha desta matriz e simples- 
mente uma representa^ao abreviada da equa^ao correspondents no sistema. 
Observe que no exemplo dado em 2.1, ao lado de cada sistema, escrevemos sua 
matriz ampliada. Assim, no sistema dado: 

Jtj + 4*2 + 3.x 3 - 1 
< 2x x + 5x 2 + 4 x 3 = 4 
X! - 3x 2 - 2x 3 = 5 

temos a forma matricial 




Em termos de matrizes ampliadas, na resolu^ao do sistema, partimos de 
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Se A e B sao matrizes m X n, dizemos que B e linha equivalente a A, se B 
for obtida de A atraves de um numero finito de operates elementares sobre 
as linhas de A. Nota^oes: A -+ B ou A ~ B. 

Por exemplo, 



1 


0 




fl 01 


4 

-3 


-1 

4_ 


e linha equivalente a 


0 — 

1 



~ 1 


0 




1 


o" 


4 


-1 




0 


-1 


-3 


4 


L? -+ 1-2 - 4L\ 


-3 


4 



1 

0 

0 





1 


o" 




"l 


— 

0 




0 

0 


1 

4 




0 


1 


“1 L>2 


^3 L 3 “ 


0 


0 



Ja comentamos em 2.1 que as operates com linhas de um sistema pro- 
duzem outro sistema equivalente ao inicial. Em termos de matrizes, podemos 
enunciar este re suit ado como: 



2.4 FORMA ESCADA 

2.4.1 Definigao: Uma matriz m X n e linha reduzida a forma escada se 

a) 0 primeiro elemento nao nulo de uma linha nao nula e 1. 

b ) Cada coluna que contem o primeiro elemento nao nulo de alguma linha tem 
todos os seus outros element os iguais a zero. 

c) Toda linha nula ocorre abaixo de todas as linhas nao nulas (isto e, daquelas 
que possuem pelo me nos um elemento nao nulo). 

d) Se as linhas 1, ..., r sao as linhas nao nulas, e se o primeiro elemento nao 
nulo da linha i ocorre na coluna k /, entao k x < k 2 < ... < k r . 

Esta ultima cond^ao impoe a forma escada a matriz: 




Isto e, o numero de zeros precedendo o primeiro elemento nao nulo de 
uma linha aumenta a cada linha, ate que sobrem somente linhas nulas, se hou 
ver. 



2.3.1 Teorema: Dois sistemas que possuem matrizes ampliadas equivalentes 
sao equivalentes. 



(A demonstra^o deste teorema, usando-se matrizes elementares, esta em 

3.8.5.) M . 

Como vimos, o processo utiiizado para se resolver sistemas por elimina- 

rao de incdgnitas” corresponde a passar a matriz ampliada do sistema inicial 
para matnzes-linha equivalentes a esta, ate que cheguemos a uma matriz conve- 
niente que indique a solu?ao do sistema original. Voce pode observar em 2.2. 
que a matriz final (associada ao sistema VI) tem uma forma especial. Ela e um 
exemplo do que chamaremos matriz-linha reduzida a forma escada. O metodo 
que apresentamos aqui consiste em obter por linha-redu ? ao estas matrizes, por 
meio das quais chegamos a solu^o do sistema de uma forma explicita. 

Um outro .metodo, conhecido como o Metodo de Gauss, reduz por linha- 
-equivalencia a matriz ampliada do sistema a uma matriz “triangular”. (Voce te- 
ra a oportunidade de resolver sistemas por este metodo, que e muito usado por 
suas vantagens computacionais, no Exercicio 17 de 2.6. Nao perca!) 



2.4.2 Exemplos 



Exemplo 1: 



l 0 
0 1 
0 0 



Exemplo 2: 



0 2 
1 0 
0 0 



Exemplo 3: 



0 1 
0 0 
0 0 



Exemplo 4: 



G 1 
0 0 
0 0 



Nao 6 a forma escada pois a segunda 
condi^ao nao e satisfeita. 

Nao e a forma escada pois nao satisfaz a 
primeira e a quarta cond^oes. 



0 0 

-1 0 

1 0 



-3 0 1 

0 0 0 

0-12 



Nao satisfaz a primeira nem a 
terceira condi^ao. 



E a forma escada pois todas as 
cond^oes sao satisfeitas. 
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2.4.3 Teorema: Toda matriz A mXn & linha equivalente a uma unica ma- 
triz-linha reduzida a forma escada. 

Para a demonstrate, veja a seceao 2.7. Este teorema permite-nos defimr 
os conceitos abaixo que serao relacionados a seguir com o numero real de equa- 
^oes e o numero de solu 9 oes de um sistema. 

2.4.4 Definite: Dada uma matriz A mX „, seja B mXn a matriz-linha re- 
duzida a forma escada linha equivalente a A. 0 posto de A, denotado por p, e 
o numero de linhas nao nulas de B. A nulidade de A 6 o numero n - p. 

Observamos que dada uma matriz A qualquer, para achar seu posto neces- 
sitamos encontrar primeiro sua matriz-linha reduzida k forma escada, e depois 
contar suas linhas nao nulas. Este numero 6 o posto de A. A nulidade 6 a di- 
ferenga entre colunas de A e o posto. 

2.4.5 Exemplos 

Exemplo 1 : Desejamos encontrar o posto e a nulidade de A, onde 



t x l + 2x 2 + *3 = 0 
- x ! + 0jc 2 + 3* 3 = 5 
Xi - 2 x 2 + *3 = 1 

A matriz-linha reduzida a forma escada e linha equivalente a matriz A. Assim, 
o sistema que ela representa: 



1_ 

’ 8 . 

J_ 

“ 4 

11 

8 



*2 



*3 = 



e equivalente ao sistema inicial, possuindo a mesma solu^ao que este. 
Exemplo 2 : Desejamos encontrar o posto e a nulidade de B, onde 



B = 



A = 



1 

-1 



2 

0 

-2 



2-13 
1 4 2 

1 -5 1 

4 16 8 



Assim, efetuamos as seguintes operates com matrixes: 



Assim, efetuamos as seguintes operates matriciais: 

















1 






~1 


2 


1 


0 




2 


-1 


3 




"l 


4 


2 




1 


4 


2 


1 


2 


1 


0 




i 


2 


0 






< 




1 


4 


2 




2 


-1 


3 




0 


-9 


-1 


-1 


0 


3 


5 


— ► 


0 


2 


4 


5 


— * 


0 


1 


2 


J 

T 


* 


1 


-5 


1 


* 


1 


-5 


1 


* 


0 


-9 


-1 


1 


-2 


1 


1 




0 


-4 


0 


1 




_0 


-4 


0 


1 




4 


16 


8 




4 


16 


8 




0 


0 


0 



1 


0 


-3 


-5 




1 


0 


-3 


- 1 
-5 




1 


0 


0 


7 

“ 8 


0 


1 


2 


5 

2 


— 


0 


1 


2 


5 

2 


— 


0 


1 


0 


1 

“ 4 


_0 


0 


8 


11 




0 


0 


1 


11 

8 




r A 


0 


1 


11 

8 



4 

1 



2 

x 

9 

0 0 0 

0 0 0 



1 0 

0 1 

0 0 
0 0 



14 

9 

9 

0 

0 



O posto de A n e a nulidade de A 6 4 - 3 = 1. 

Observa^ao: Se interpretarmos a matriz A dada acima como sendo a matriz 
ampliada de um sistema linear, teremos: 



O posto de B e 2, e a nulidade e 1. Repare que a matriz 

R - T 2 - 1 3 

Bl - 1 42 
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tem o inesmo posto e nulidade que B. 

Re interpret an do as matrizes acima como sistemas de equa9<3es, diremos 
que o sistema de quatro equates associado a matriz inicial: 

2x - y - 3 
x + 4y = 2 
^ jc - 5^ - 1 
4x + 16y = 8 

e equivalente ao sistema de duas equates 

r 

x + Op : 

< 

Ox + y 
L 

associado a matriz-linha reduzida a forma escada. Este e um caso de sistema 
com equates redundantes. A terceira e a quarta equates (que se tornam nu 
las no final do processo) podem ser desprezadas. Isto significa que o sistema 
inicial 6 equivalente ao sistema: 



14 

9 

j_ 

9 



2x - y = 3 
x + 4y - 2 



associado a matriz Bj. 



2.5 SOLUQOES DE UM SISTEMA DE EQUAQOES LINEARES 

O objetivo desta sectpao e estudar detalhadamente todas as situates que po- 
dem ocorrer na resolu^ao de um sistema linear. 

2.5.1 Se tivermos um sistema de uma equa^o e uma incdgnita 

ax = b 

existirao tres possibilidades: 

0 a ¥= 0. Neste caso a equa 9 ao tem uma unica solu 9 ao 

b 

x = - — 
a 

ii ) a = 0 e b = 0. Entao temos Ox = 0 e qualquer numero real serd solu 9 ao 
da equa 9 ao. 

iii) a = 0 e b ^ 0. Temos Ox - b. Nao existe solu 9 ao para esta equa 9 ao. 

Para analisar sistemas de duas equa 90 es e duas incognitas, vejamos alguns 
exemplos. 

2.5.2 Exemplos 

Exemplo 1: 

fix, + x 2 = 5 
- 3*2 = 6 

Lembramos que o conjunto de pontos (x Xi x 2 ) € R X R, que satisfaz cada 
equa 9 ao deste sistema, representa uma reta no piano. Para resolver este sistema 
devemos entao encontrar os pontos comuns a estas duas retas. 



Usamos dizer tambem que, neste caso, as duas primeiras equa 9 oes sao 
“independentes” e que as demais sao “de pendente s” destas. Voce vai se fami- 
liarizar com estas denomina ? oes no Capi'tulo 4. Ainda segundo esta terminolo- 
gy denominamos posto de uma matriz ao numero de linhas “ independentes ” 
desta. Voce pode observar que uma linha sera “dependente” de outras (isto e, 
sera igual a zero no final do processo de reduce) se ela puder ser escrita co- 
mo soma de produtos destas outras linhas por constantes. Costumamos dizer 
tambem que esta linha e uma combimgao linear das outras. Por exemplo, na 
matriz B podemos dizer que a primeira e a segunda linhas sao independentes, 
enquanto que a terceira e a quarta sao combina?6es lineares das duas primeiras 

linhas. 

Voce viu assim que um posto da matriz ampliada de um sistema nos da o 
numero de equa 9 oes independentes deste, Na proxima sec 9 ao veremos que o 
posto tambem esta relacionado com o numero de sol^oes de um sistema. 




Deste modo, (3, -1) e a unica solu 9 ao. A matriz ampliada do sistema e 




5 

6 



. Transformando-a em matriz-linha reduzida a forma escada, 
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1 0 3l 

0 1 -lj* 



que 6 a matriz ampliada do sistema 



*i =3 
*2 = -1 



equivalente ao sistema inicial. O sistema tern uma unica solugao x, - 3 e 
x 2 = -1, como foi analisado graficamente. Observamos que o posto da matriz 

dos coeficientes do sistema reduzido ^ e o da matriz ampliada 

F 1 0 e 2. 

0 1 -1 



Exemplo 2\ 



2x, + x 2 = 5 
6xi + 3x 2 — 15 



As duas retas que formam este sistema sao coincidentes. 




Figura 2.5.2 

Neste caso, vemos geometricamente que qualquer ponto de uma das retas e 
solu 5 ao deste sistema. A matriz ampliada do sistema e a matriz reduzida por 
linhas a forma escada sao: 



2 1 5 

6 3 15 



l -L A 

1 2 2 

0 0 0 



Portanto, o sistema acima £ equivalente ao sistema 



1 5 

x, + y*2 - ~2 

Qxj + Ox 2 = 0 
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onde a segunda equa 9 ao pode ser simple smente “ignorada”, pois nao estabelece 
nenhuma cond^ao sobre Xj ou x 2 . Ela e verdadeira para quaisquer numeros Xj 
e x 2 . 0 conjunto de sol^oes deste sistema sera dado, atribuindo-se valores 
arbitrarios para a incognita x 2 e tomando Xj - Assim, para x 2 = X 

temos: 




x 2 — X 



Atribuindo diversos valores para X, obtemos varias sol^oes para o sistema. Por 

exemplo, para A - 0, temos x, ^ e x 2 = 0. Para \ = 1, temos x, = 2 e 

x 2 = 1 etc. Este sistema admite infinitas soh^oes. 

Observe que a matriz ampliada e tambdm a matriz dos coeficientes do 
sistema tem posto 1, pois, uma vez transformadas em matrizes-linha reduzidas 
na forma escada, elas possuem uma linha nao nula. A nulidade da matriz dos 
coeficientes €2-1 = 1 que 6 tambem chamada o grau de liberdade do siste- 
ma. Isto quer dizer que o nosso sistema apresenta uma varMvel livre. 

Exemplo 3 : 

[2x x + x 2 = 5 
|^6x 1 + 3 x 2 = 10 

Geometricamente, temos duas retas no piano que nao possuem nenhum ponto 
em comum, pois sao paralelas, e portanto este sistema nao tem solu 9 ao. Isto e 
mostrado na Figura 2.5.3. 




A matriz ampliada deste sistema 
duzida k forma escada 



2 1 5 "! . 

6 3 10 J e 



equivalente & matriz-linha re- 
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Portanto, o sistema inicial e equivalente a 

*1 + = 0 

^Ox, + 0x 2 = 1 

Nao existe nenhum valor de x, ou x 2 capaz de satisfazer ascgondacqu^a 
Assim, o sistema inicial nio tern solupo. Ditemos que ele « ( 

posstVel). Vamos comparer a matriz de coeficientes e a amplrada. redoatdas 

forma e sea da do sistema 




Observe que o posto da matriz dos coeficientes do sistema inicial e 1 e o pos- 
to de sua matriz ampliada e 2. 

2.5.3 Case Geral: Consideremos urn sistema de m equals lineares com n 
incognitas x u x n . 



r 

011*1 


+ 


012*2 


+ 


.. "*■ 0 172*72 


11 

Cr 




+ 


0/722*2 


+ . 


.. + 0/7271*72 


. S 

-Q 

II 



cujos coeficientes a„ e termos constantes b t sao numeros reais (ou complexes). 
Este sistema poderd ter 



i) uma unica solugSo: 




j i) infinitas solutes 
Hi) nenhuma solu 9 ao. 

nne o sistema e possivel (compativel) e determinado . 
No nrimeiro caso, dizemos que o sisieum ^ y v r / c tor 

IN ° P j nne o sistema e possivel e indeterminado . E no ter- 

No segundo caso, dizemos que o sisiema p u 

ceiro caso dizemos que o sistema e impassive! (mcompaUvel). 

Consideremos a matriz ampliada do sistema anterior e tomemos sua ma- 

triz-linha reduzida a forma escada: 
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a \n b x 

a mn ^ m _mx(n + i) 

Procure entender e demonstrar (veja a sec 9 ao 2.7) cada uma das afirma- 
9 oes do teorema abaixo. Leia com aten 9 ao e volte aos exemplos dados em 
2.5,2, se achar conveniente. 

2.5.4 Teorema 

0 Urn sistema de m equa 90 es e n inedgnitas admite solu 9 ao se, e somente 
se o posto da matriz ampliada e igual ao posto da matriz dos coeficientes. 

ii) Se as duas matrizes tem o mesmo posto p e p = n, a solu 9 ao serd unica. 

iii) Se as duas matrizes tem o mesmo posto p e p < n, podemos escolher 
n - p incognitas, e as outras p incognitas serao dadas em fun 9 ao destas. 





Para finalizarmos este assunto, convem ilustrd-lo. Dizemos no caso iii que 
o grau de liberdade do sistema 6 n - p. 

Em cada exemplo, 6 dada a matriz-linha reduzida a forma escada da ma- 
triz ampliada. Usamos a nota 9 ao 

Pc = posto da matriz dos coeficientes e 

p a = posto da matriz ampliada. Se p c = Pa denotamos simple smente por 
P ■ 

2.5.5 Exemplos 

Exemplo l ; 



10 0 3 

0 10-2 

0 0 12 



Pc=P a = 3 



m = 3, « = 3 e p = 3. Entao, a solu 9 ao 6 unica e x x = 3, x 2 = -2 e x 3 = 2. 



Exemplo 2: 



0 7 -10 

1 5 -6 



Pc = Pa = 2 
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m = 2 „ = 3ep = 2. Temos um grau de liberdade: *i = -1° " 7* 3 e x 2 
= -6 - 5 x 3 . 

Exemplo 3 : 

'l 0 7 -10" 

0 15-6 

0 0 0 2_ 

m = 3, n = 3, Pc = 2 e p a = 3. 0 sistema 6 impossivel e, portanto, nao existe 
solu^ao. 

Exemplo 4: 

’l 0 -10 -2 -10 

0 1 7 1 4 p c = Pa = 2 

0 0 0 0 0_ 

m = 3, n = 4 e p = 2. Temos dois graus de liberdade: x, = -10 + 10x 3 + 2x 4 
e x 2 = 4 - 7x 3 - 

2 56 Agora, depois de termos mostrado como 6 possivel resolver sistemas 
de equacoes lineares atraves de matrizes, podemos voltar ao problema que ha- 
vrUos proposto no inrcio do capttulo, relativo i quantidade de hrdrogemo e 
oxigenio necessaria para se formar a 4gua. 

Sabemos que 

xH 2 + y0 2 — * zH 2 0 
onde x, y, z devem satisfazer 

T2x - 2z = 0 
]2y - z = 0 

A matriz ampliada, associada ao sistema e 

~2 0-2 0 
0 2 -1 0_ 

que, reduzida a forma escada, da 
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ou seja, z i uma variavel livre e, assim, se tomarmos z = X, teremos 




Note o significado de termos um grau de liberdade na solugao deste 
sistema. Temos apenas estabelecida a propor^ao com que os elementos devem 
entrar na reasao, e, para diferentes valores de X, teremos quantidades diferentes 
de reagentes produzindo quantidades diferentes de agua. Por exemplo, 
se X = 2, teremos 2H 2 + 0 2 -► 2H 2 0 
se X = 4, teremos 4H 2 + 20 2 4H 2 0 



2.5.7 Exemplos 

Exemplo 1\ Resolver o sistema 

f x + 2y + z + t = 0 

j > x + 3 g p-z + 2r = 0 

A matriz associada ao sistema 6 

|"l 2 1 1 Ol 

[l 3 -1 2 oj 

que reduzida a forma escada fomece 

‘l 0 5-1 o' 

0 1-2 10 

Reinterpretando o sistema, vemos que z e t sao variaveis livres (grau de liber- 
dade 2). Chamando z = X { q t = X 2 obtemos: 

x - -5 Xi + X 2 
y = 2\ x - \ 2 
z - Xi 
t = X 2 
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ou, na forma matricial 



Observe que [- 5 2 1 0]' e [1 - 1 0 1]' sao solutes do sistema ob- 
tidas da seguinte forma: a primeira, fazendo Xj = 1 e X 2 = 0* e a segunda, 

X t = 0 e X 2 = 1. Elas sao chamadas solutes basicas do sistema porque geram 
todas as outras. Todo sistema homogeneo tem $olu9ao que pode ser escrita 
desta forma. Basta reduzir o sistema, observar as vari^veis livres e atribuir 
valores 1 para uma delas e zero para as outras, obtendo as soloes basicas 
(tantas quanto o grau de liberdade). A solu9ao sera uma soma destas so^Ses 
multiplicadas por constantes. 

Exemplo 2: Resolver o sistema 

f jc + 3 y + z = 0 
<2x + 6y + 2z = 0 
[-x -3 y - z = 0 



A matriz associada 6 



-1 -3 -1 0 



que reduzida torna-se 13 10 

0 0 0 0 

_0 0 0 0_ 

Reinterpretando, vemos que y e z sao vari£veis livres, 
Fazendo y - Xi e z = X 2> temos 

x ~ -3X! - X 2 

y = h 

2 = X 2 

As soloes basicas sao entao: x - -3, y = 1, z = 0 e x = 
Assim _ r r . *1 

x -3 *1 

y = \ i 1 + X2 0 

z\ [ 0 J L 1 . 

Exemplo 3: Resolver o sistema 



-l,y = 0, z = 1. 



X + 2 J + z + t = 1 

x + 3j-z + 2f = 3 
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A matriz associada e 



|^j ^ 12 3 ^ UC rec ^ U2 ^ a a f orma escada toma-se 

[o ^ 2 ~1 2 ‘ Reinter P retando > vemos que z e / sao livres. 



Fazendo z = Xi e t - X 2 , ob temos 



x = - 5\i + X 2 + 3 
y = 2Xi - X 2 + 2 
z = Xi 

/ = X 2 



Compare com o exemplo 1. O que voce nota? 



2.6 EXERCICIOS 

1. Resolva o sistema de equa9oes, escrevendo as matrizes ampliadas, associadas 
aos novos sistemas. 

2x - y + 3z = 11 

I 4x - 3y + 2z = 0 

x + y + 2 = 6 

3x + y + z = 4 

L 

2. Descreva todas as possiveis matrizes 2X2, que estao na forma escada redu- 
zida por linhas. 

3. Reduza as matrizes k forma escada reduzida por linhas. 



a) fl -2 3 -1 

2-123 
3 12 3 



c) \ 0 2 2 

1 1 3 

3-4 2 

n -'i i 



b) 



0 1 3-2 

2 1-43 

2 3 2 -1 
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4. Calcule o posto e a nulidade das niatrizes da questao 3 . 



5. Dado o sistema 



3* + 5y = l 
2x + z = 3 
5* + y - z = 0 



escreva a matriz ampliada, associada ao sistema e reduza-a & forma escada 
reduzida por linhas, para resolver o sistema original. 



6 . Determine k 9 para que o sistema admita solugao. 

-Ax + 3y = 2 

4 5* - Ay = 0 

lx - y = k 

7. Encontre todas as solugoes do sistema 

+ 3*2 + 2*3 + 3*4 - 7*5 - 14 

< 2*j + 6* 2 + *3 - 2*4 + 5 * 5 = -2 

*1 + 3*2 - *3 + 2*5 = *1 

8 . Explique por que a nulidade de uma matriz nunca e negativa. 

9. Foram estudados tres tipos de alimentos. Fixada a mesma quantidade (1 g) 

determinou-se que: 

0 0 aliment o I tern 1 unidade de vitamina A, 3 unidades de vitamina B e 
4 unidades de vitamina C. 

ti) 0 aliniento II tern 2, 3 e 5 unidades respectivamente, das vitaminas A, B 
e C. 

iii) 0 alimento III tern 3 unidades de vitaminas A, 3 unidades de vitamina C 
e nao contem vitamina B. 

Se sao necessarias 1 1 unidades de vitamina A, 9 de vitamina B e 20 de vita- 
mina C, 

a) Encontre todas as possiveis quant idades dos alimentos I, II e III, que for- 
necem a quantidade de vitaminas desejada. 

b) Se o alimento I custa 60 centavos por grama e os outros dois custam 10, 
existe uma solugao custando exatamente Cr$ 1,00? 



Resolva os sistemas seguint es achando as matrixes ampliadas linha reduzidas 
a forma escada e dando tambem seus postos, os postos das matrizes dos 
coeFicientes e, se o sistema for possivel, o grau de liberdade. 



10 . *1 + 2*2 - *3 + 3*4 = 1 



11. f * + y + z = A 
|^2* + 5y - 2z = 3 

12. f * + y + z = A 
J 2* + 5y - 22 = 3 

* + ly - Iz = 5 

13. f * - 2y + 3z = 0 
[_2* + 5y + 6z = 0 



14. 



15 



Xi + * 2 + *3 + *4 = 0 

*j + * 2 + *3 - *4 - 4 

*! + * 2 - *3 + *4 = -4 

*! - *2 + *3 + *4 = 2 

* + 2y + 3z = 0 
- 2* + y + 3z = 0 
3* + 2y + z = 0 



16. 



3* + 2 y - Az 
x - y + z 
^ * - y - 3z 
3* + 3 y - 5z 
-x + y + 2 



1 

3 

-3 

0 

1 



17. O metodo de Gauss para resolugao de sistemas 6 um dos mais adotados 
quando se faz uso do computador, devido ao menor numero de operates 
que envolve. Ele consiste em se reduzir a matriz ampliada do sistema por 
linha -equi Valencia a uma matriz que so € diferente da linha reduzida a forma 
escada na condigao b) de 2.4.1, que passa a ser: b') Cada coluna que con- 
tem o primeiro elemento nao nulo de alguma linha, tern todos os elementos 
abaixo desta linha iguais a zero. As outras condigoes a, c e d sao identicas. 
Uma vez reduzida a matriz ampliada a esta forma, a solugao final do siste- 
ma e obtida por substituigao. 

Exemplo : 



2*! + *2 = 5 

*! - 3*2 = 6 
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a ultima matriz corresponde ao sistema: 

1 5 

*i + -*2 = ~2 

*2 = -1 • 

15 . _ - 

Por substitui^ao, a'i - — = -j, ou seja, x l - i. 

Resolva pelo metodo de Gauss os Exercicios 14, 15 e 16 e compare as res- 
postas. 

18. a) Mostre a propos^ao 2.4.3 para matrizes 2X2 quaisquer. 

b) Sinta a dificuldade que voce terd para formalizar o resultado para matri- 
zes n X m, mas convemja-se de que e s6 uma questao de considerar to- 
dos os casos possiveis, e escreva a demonstra?ao. Consulte 2.7. 

19. Chamamos de sistema homogeneo de n equafoes e m incognitas aquele siste 
ma cujos termos independentes, bj, sao todos nulos. 

a ) Urn sistema homogeneo admite pelo menos uma solu ? ao. Qual e ela? 

b) Encontre os valores de k e /?, tais que o sistema homogeneo 



2x - 5/ + 2z = 0 
x + y + z = 0 
2x + kz = 0 




(*) 



1 6 -8 
2 6-4 



JC 

y 

z 



0 
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21. Dado o sistema 





a) Encontre uma solugao dele sem resolve-lo. (Atribua valores para x, y> z 
e w.) 

b) Agora, resolva efetivamente o sistema, isto 6, encontre sua matriz-sriu^ao. 

c) Resolva tamb^m o sistema homogeneo associado. 

d) Verifique que toda matriz-solu^ao obtida em b) 6 a soma de uma matriz- 
-solu9ao encontrada em c ) com a solu9ao particular que voce encontrou 
em a ). 

22. Altamente motivado pelos Exercicios 20 e 21, mostre que toda matriz-solu- 

9ao de um sistema linear AX = B e a soma de uma solu9ao do sistema ho- 
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mogeneo associado AX = 0 com uma solu^ao particular de AX = B. Suges- 
tao: siga as etapas seguintes, usando somente propriedades de matrizes. 

/) Mostre que se X 0 e uma solu^o do sistema AX = 0 e X| e uma solugao de 
AX = B, entao X 0 + X ( e solui^ao de AX = B. 
ii) Se X, e X 2 sao solutes de AX = B, entao X, - X 2 £ solucao de 
AX = 0. 

Hi) Use i) e ii) para chegar & conclusSo desejada. 

23. Fafa o balanceamento das reaches: 

a) N 2 0 5 -* N0 2 + 0 2 (decomposi?ao t&mica do N 2 0 5 ) 

b) HF + Si0 2 -+ SiF 4 + H 2 0 (dissolu$ao do vidro em HF) 

c) (NH 4 ) 2 C0 3 ■+ NH 3 + 1I 2 0 + C0 2 

24. Dado o sistema linear 

3x + 5y + 12 z - w - -3 
l Jf + y + 4z - w = -6 
2y + 2z + w = 5 

a) Discuta a solufao do sistema. 

b) Acrescente a equa^ao 2z + kw = 9 a este sistema, encontre um valor de 
k que tome o sistema incompativel. 

25. Sabe-se que uma alimentacao diaria equilibrada em vitaminas deve constar 
de 170 unidades de vitamina A, 180 unidades de vitamina B, 140 unidades 
de vitamina C, 180 unidades de vitamina D e 350 unidades de vitamina E. 

Com o objetivo de descobrir como devera ser uma refeicao equilibrada, 
foram estudados cinco alimentos. Fixada a mesma quantidade (1 g) de cada 
alimento, determinou-se que: 

0 O alimento I tem 1 unidade de vitamina A, 10 unidades de vita mina B, 

1 unidade de vitamina C, 2 unidades de vitamina D e 2 unidades de 
vitamina E. 

ii) O alimento II tem 9 unidades de vitamina A, 1 unidade de vitamina B, 

0 unidades de vitamina C, 1 unidade de vitamina D e 1 unidade de 
vitamina E. 

Hi) O alimento III tem 2 unidades de A, 2 unidades de B, 5 unidades de 
C, 1 unidade de D e 2 unidades de E. 

iv) O alimento IV tem 1 unidade de A, 1 unidade de B, 1 unidade de C, 

2 unidades de D e 13 unidades de E. 

v) O alimento V tem 1 unidade de A, 1 unidade de B, 1 unidade de C, 

9 unidades de D e 2 unidades de E. 

Quantos gramas de cada um dos alimentos I, II, III, IV e V devemos ingerir 
diariamente para que nossa alimentaffo seja equilibrada? 
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26. Necessita-se adubar um terreno acrescentando a cada 10 m 2 140 g de nitrato, 
190g de fosfato e 205 g de potassio. 

Disp5e-se de quatro qualidades de adubo com as seguintes caracteristicas: 
0 Cada quilograma do adubo I custa 5 u.c.p. e cont^m 10 g de nitrato, 

10 g de fosfato e 100 g de pot&ssio. 

if) Cada quilograma do adubo II custa 6 u,c.p. e cont£m 10 g de nitrato, 

100 g de fosfato e 30 g de potissio. 

ii) Cada quilograma do adubo III custa 5 u.c.p. e contdm 50 g de nitrato, 

20 g de fosfato e 20 g de potassio. 

iv) Cada quilograma do adubo IV custa 15 u.c.p. e cont6m 20 g de nitra- 
to, 40 g de fosfato e 35 g de potassio. 

Quanto de cada adubo devemos misturar para conseguir o efeito desejado se 
estamos dispostos a gas tar 54 u.c.p. a cada 10 m 2 com a aduba^ao? 

27. Deseja-se construir um circuito como o mostrado na figura, 



+ 




onde V x = 280 V, V 2 = 100 V, V 3 = 50 V, R t = 20^, Jt 2 = 30S2, 
R 3 - 50^, R 4 = 40n, R s = 100ft. 

Dispoe-se de uma tabela de pre^os de varios tipos de resistencias; assim 
como as correntes maximas que elas suportam sem queimar. 




De que tipo devemos escolher cada resistencia para que o circuito funcione 



com seguran 9 a e a sua fabrica^o seja a de menor custo possfvel? 
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28. Uma placa quadrada de material homogeneo e mantida com os bordos AC 
e BD a temperatura de 20°C, o bordo AB a 40°C e CD a 10°C, com o 
uso de isolantes termicos em A, B, C e D (vide figura). 



y ' 


‘ 40°C 






A B 




20 ° c 




20°C 




C O 






10°C 


X 



Apos ser atingido o equilibrio termico, qual e a temperatura aproximada 
em cada ponto da placa? 

29. Consideremos uma unidade de produ^o (muito simplificada) de um proces- 
so de produ 9 ao industrial de um determinado composto C a partir de certos 
compos tos A e B (segundo a rea^ao quimica A + B 1 C): 




A 0 = lOOkg/h, B 0 = 100 kg/h, C 0 = lOkg/h sao os fluxos de alimenta^o, 
isto e, a quantidade de material jogada dentro da unidade de prod^ao por 
hora, enquanto que A iy Bj e Q sao os fluxos em cada estagio da produ 9 ao. 
Sabe-se, ainda que: 

f) No reator a rea 9 ao piocessa-se em conduces tais que a quantidade de A 
ap6s a rea 9 ao 6 0,487 da sua quantidade antes da rea 9 ao, enquanto a de 
B 6 0,266 e a de C 6 4,675 de suas respectivas quantidades antes da rea 9 ao. 
ii) Baseado no fato do ponto de ebul^ao de C ser inferior ao de A e B , 
o filtro constitui-se de um destilador. Dessa forma o vapor dentro do 
filtro tern maior concentra 9 ao de C do que A e B, e e continuamente 
retirado do filtro, sendo levado para um resfriador do qual obtemos o 
produto final. Enquanto isso a parte nao vaporizada no destilador e 
levada de volta ao reator para ser reciclada. Tem-se a informa 9 ao de 
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que a quantidade de A em forma de vapor dentro do filtro ^emum 
determinado instante, 0,5854 da quantidade de A presente naquele 
instante na parte nao vaporizada, enquanto que para B eC estas rela- 
9 oes sao 1,50 e 1,07 respectivamente. 

Deseja-se saber qual 6 o grau de concentra 9 ao de Cno produto final se a 
unidade opera em cond^ao estacionaria (isto 6, os fluxos de A, B e C nao 
mudam com o tempo em cada estdgio), sabendo que a concentra 9 ao de 
Cj na mistura que passa do reator para o filtro 6 de 68%. 

2.6.1 Respostas 

1. x = -1, y - 2, z = 5 






17 

8 



7. X| - 1 - 3x 2 - x 5 
x 3 = 2 + x 5 
x 4 = 3 + 2x 5 



9. a) Sejam x, y e z as quantidades de alimentos I, II e III respectivamente. 
Entao 

5 . ^8 

jc - -5 + 3z, y = 8 - 3z onde — < z < -j- 
b) Sim. x - 1, y ~ 2, z - 2 



11. x 



17 

3 




y = 



Pa = 2 = Pc, gl . = 1 




13. p a = 2 = Pc, gl = 1, x = 3z, y = 0 



15. Pa = 3 = Pc , gl = o, x = y = Z - 0 



19. a) Xj = 0 



b) k = 2 
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23. a) 2 N 2 0 5 — ► 4 NOj + 0 2 

£>) 4 HF + Si0 2 ► SiF 4 + 2 H 2 0 

c) (NH4) 2 C0 3 — * 2 NH 3 + HjO + C0 2 



27. Sugestao : Calcule as varias correntes que circulam no circuito para depois 
fazer a escolha dos tipos de resistencia. Para isto use as Leis de Kirchoff-. 
i) A soma das correntes que entram em um no de uni circuito 6 tgual a 
soma das correntes que saem deste n6. 

*0 A partir de um ponto quaiquer de uma malha, se a percorrermos em 
um sentido quaiquer, ao voltarmos ao mesmo ponto, a soma algebrica 
das quedas de potencial 6 nula. 



Leve em conta as observances: 
0 " 



Neste caso, ao irmos do ponto A ao ponto B hd uma queda de poten- 
cial dada por Ri. Se fossemos do ponto B ao ponto A haveria uma 
queda de potencial de -Ri, ou seja, um aumento de potencial de Ri. 




Neste caso, ao irmos do ponto A ao ponto B ha um aumento de po- 
tencial de V, ou seja, uma queda de potencial de -V. Se fossemos de 
B atd A teriamos uma queda de potencial de V. 

Aplique, entao, as leis de Kirchoff ao circuito, obtendo um sistema linear. 

Generalizandes do problema podem ser obtidas nas situa^Ses: 

0 Circuitos de Corrente Altemada (obtemos sistemas com coeficientes 
complexos). 

ii) Projetos de Circuito (calculo das caracteristicas dos componentes para 
que o circuito tenha certas especifi canoes). 
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28. Sugestao : Sabe-se que a equa^ao que rege o fluxo de calor e dada por: 

0 ) 

onde T 6 a temperatura num ponto (xr, y) e no instarite de tempo r e 
c > 0 6 uma constante caracteristica do material de que 6 feita a placa. 

dT 

No equilibrio tSrmico T nao varia mais com o tempo e, portanto, 0; 
a equa^ao se torna 

(ii) 

e o problema se converte em achar T\x y y) satisfazendo (II) e tal que T 
tem um valor pre-fixado no bordo da placa. 

Modelo Aproxirmdo : Substituimos a placa por uma “aproxima^ao discreta” 
que consiste em uma malha (espera-se que quanto mais fina a malha melhor 
seja a aproxima^ao - veja a figura abaixo) 




e procuramos as tempera turas Ty nos (7, /') da malha que devem satisfazer 
a condi 9 ao dada nos bordos e uma equa^ao que 6 uma aproxima^o de (II). 
Para obter a aproxima^o de (II) temos, num ponto (/, j) do interior da 



malha: 




a 2 r 


_ T i*hi ~ + T, 


(«,/> 


h 2 


3 s T 


^ Ti , j + i - 2 Tq + Tj 


W 1f.fi 


h 2 
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substituindo em (II) e simplificando obtemos entao: 



(III) 7> = 



lj + ^i- 1,/ + + T iJ - 1 



(Observe que a temperatura num ponto do interior da malha deve ser a 
media aritmetica das temperatura s dos seus vizinhos mais pr6ximos.) 
Impondo a condipao (III) nos pontos do interior da malha na figura acima, 
obtemos um sistema linear. Resolva-o! 

0 que seria modificado se a “abertura” da maiha na vertical fosse diferente 
da “abertura” na horizontal? Seriam necessarias mais informapoes sobre a 
placa? E se o formato da placa fosse diferente? 



Sugestao: 0 modelo teorico € construido baseado no seguinte fato: a massa 
que entra em um determinado estagio deve ser igual k massa que sai. 

Usando este fato em cada estdgio, assim como as informapdes dadas no pro- 
blema, obtemos um sistema linear. Resolva-o e interprete os result ados. 
Voce acredita neles? Os dados sao reais? 



2.7 DEMONSTRATES 

Nesta sepao, faremos com detalhes as provas dos teoremas 2.4.3 e 2.5.4, que 
omitimos anteriormente, para nao prejudicar a seqiiencia de exposipao do assun- 
to. Estas demonstrapoes sao apresentadas como materia adicional, podendo ser 
estudadas ou nao, dependendo de seu interesse. 

2.7.1 Demons trapao do Teorema 2.4.3: Toda matriz e linha equivalente a 
uma unica matriz-linha reduzida k forma escada. 



Demonstrapao 

1? Parte : Seja A uma matriz m X n qualquer. Se todo elemento da primeira 
linha de A e zero entao a condipao (a) est4 satisfeita, no que diz respeito a 
esta linha. Se a primeira linha tern algum elemento nao nulo, seja k o menor 
inteiro j tal que a ,y ^ 0. Multiplicamos a primeira linha por l/a,y e a condipao 
(a) Heard satisfeita. Agora, para cada i > 2 somemos (-a,*) vezes a primeira 
linha k r-esima linha. Como resultado, teremos uma matriz cujo primeiro ele- 
mento da primeira linha € 1 e ocorre na coluna k . A\6m disto, todos os outros 
elementos da coluna k sao nulos. 
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Consideremos agora a matriz B obtida acima. Se a segunda linha desta 
matriz for nula nada fazemos. Se houver elementos nao nulos nesta linha, seja 
a coluna k a primeira a conte r um destes. Multiplicamos a segunda linha por 
1 Ibik 9 e a segiiir, somando multiplos adequados desta nova segunda linha as de- 
mais linhas, obtemos uma matriz cujo primeiro elemento nao nulo da segunda 
linha e 1 e todos os outros elementos da coluna em que este elemento (1) se 
encontra sao nulos. 0 importante e que neste processo nao foram alterados os 
elementos b n , b !*, e nem a &-esima coluna da matriz B. (Por que). 

Repetindo o procedimento acima em relapao as demais linhas (3?, 4 a , 
m-esima) obteremos no final uma matriz M que e linha equivalente a inicial A, 
e que satisfaz as condipoes (a) e (6) da definipao 2.4.1. 

As condipoes ( c ) e (d) serao satisfeitas atraves de um numero finito de 
permutapoes de linhas da matriz M. 

2? Parte : Assim, mostramos nesta primeira parte que toda matriz A 6 linha 
equivalente a uma matriz-linha reduzida a forma escada. Para mostrarmos que 
so existe uma unica matriz-linha reduzida a forma escada linha equivalente a A, 
observamos primeiramente que duas matrizes-linha reduzidas a forma escada 
que sao linhas equivalent es so podem ser iguais. 

De fato, voce pode observar que nenhuma das tres operapoes com linhas 
(exceto a multiplicapao de uma linha pela constante 1) pode ser efetuada numa 
matriz-linha reduzida a forma escada, sem que ela perca esta con dip ao. (Pense 
nisto!) 

Agora, suponhamos que por operapoes com linhas, partimos de uma ma- 
triz M e podemos chegar a duas matrizes-linha reduzidas a forma escada, NeP. 
Teremos entao M ^ N e M ^ P. Como as operapoes com linhas sao reversiveis, 
isto significara que N sera linha-equi valent e a P, e, portanto, da afirmapao desta- 
cada acima, N = P. 



2.7.2 Demonstrapao do Teorema 2.5.4 

7? Parte: Se o posto da matriz ampliada for maior que o da matriz dos coefi- 
cientes (menor nao pode ser), entao esta matriz reduzida k forma escada deve 
ter pelo menos uma linha do tipo (00 ... Qc*), com c* =£ 0. Isto significa que 
o sistema associado a esta matriz (que e equivalente ao inicial) tern uma equa- 
pao do tipo: 

0*! + ... + 0x„ = Cfc 0 

e portanto nao admite solupao. 

2? Parte : Por outro lado, se o posto da matriz ampliada, P, for igual ao da ma- 
triz dos coeficientes, temos dois casos a considerar: 
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a) $e p - n, teremos a matriz-linha reduzida £ forma escada: 




0 

0 




0 0 



0 0 




A solu 9 ao do sistema ser i x { - c ly ..., x n = c n , portanto o sistema admi- 
te uma unica solu 9 ao. 

b) se p & n entao p < n (pois p nao pode ser maior que n , veja o Exer- 
cicio 8 de 2.6) 

Neste caso, devemos considerar as ydrias possibilidades para a matriz-linha 
reduzida a forma escada. Podemos anaUsar inicialmente quando esta matriz de 
posto p < n tern a forma: 

i 

j tfip+i — a \n 

I 

^pp + i ••• a pn 
0 ... 0 

0 ... 0 



— 


0 


... 


0 


0 




0 ... 

\ 

. \ 

, \ 


0 


0 


0 


0 _„. 


"'k 


0 ' 


0 


... 


0 


0 


0 


... 


0 




Teremos, neste caso: x x = c x - a lp +iX p+i ... n x n 

X p — C p - ^pp + i^p + i ••• ~ a pn x n 

e o sistema terd portanto infinitas soh^oes, sendo x p+l , ..., x n varidveis li- 
vres. 
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Uma segunda forma a ser considerada para a matriz reduzida 6 



2. 



0 


/ 

rA 

/ 

/ 


0 


0 


0 j flip + 2 


0 


0 




\ 


0 I 

\ i 


0 


0 


... 


0 


a pp*‘i 


0 


0 




0 


0 0 


0 


0 


... 


0 


0 0 




entao x * = Ci - a lp + 2 x p + 2 +... 

X$ = ^2 “ &2p + 2 x p + 2 “b-** "f“^2 n x n 



Xp+ 1 = C P - a p Xp+ 2 +- + -<tp/i x n 

sendo JCj, x p + 2 , ..., x n variaveis livres. 

E assim podemos prosseguir de uma maneira sistematica e ver que em to- 
das as possibilidades para a matriz-linha reduzida a forma escada de posto 
p < n, teremos um sistema com infinitas soh^oes e n - p variaveis livres. 

Observe que na 1? parte mostramos, usando contra-reci pro ca, que a 
igualdade de postos entre as matrizes ampliada e dos coeficientes e uma con- 
di 9 ao necessdria para a exist encia de solu 9 ao do sistema. Na 2? parte mostra- 
mos que esta cond^ao tambem e suflciente, considerando as possibilidades a) e 
b ). Ficou assim demonstrada a afirma 9 ao (i) de 2.5.4. Note ainda que tambem 
as cond^oes (ii) e (iii) foram demonstradas em a) e b) respect ivamente. 
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DETERMINANTE E MATRIZ 
INVERSA 



3.1 INTRODUQAO 

Ja em 250 A.C. havia exemplos da resolu^ao de sistemas de equatpoes atravSs de 
matrizes, no livro chines Nove Capitulos sobre a Arte Matemdtica, cujo autor d 
desconhecido. Tambem algumas no90es ligadas a determin antes, o assunto que 
sera objeto de estudo neste Capitulo, ja eram conhecidas na China antiga. 

Mas, se por um la do ja se utilizava a no^ao de determin antes no mundo 
Oriental ha tanto tempo, no Ocidente este assunto come^ou a ser tratado espo- 
radicamente a partir do seculo XVII. Nesta epoca surgem trabalhos de G. W. 
Leibniz (1646-1716), de G. Cramer (1704-1752) que desenvolveu um metodo 
de resolu9ao de sistemas atraves de determinantes, conhecido por “Regra de 
Cramer” e foi publicado em 1 750 (provavelmente ja conhecido por C. Maclaurin 
(1698-1746) em 1729, e alguns resultados simetricos de J. L. Lagrange (1736- 
-1813). 

So no seculo XIX e que os determinantes passaram a ser estudados mais 
sistematicamente, a con^ar pelo longo tratado de A. L. Cauchy (1789-1857) 
em 1812, tendo si do realizados, em seguida, trabalhos de C. G. Jacobi (1804- 
-1851). 
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A partir de entao, o uso de determinantes difundiu-se muito e este con- 
ceito de um numero associado a uma matriz quadrada mostrou-se extremamen- 
te util para caracterizar muitas situa9oes, como a de saber se uma matriz e 
inversivel, se um sistema admite ou nao soh^ao, o que veremos nas proximas 
sec9oes. 



3.2 CONCEITOS PRELIMINARES 



Consideremos o sistema ax = b com a =£ 0. A soh^ao deste sistema ex a . 

Observe que o denoininador esta associado a matriz dos coeficientes do sistema, 

ou seja, [a]. 

Num sistema 2X2 

ta u x x + 012*2 = 

^ 21 X , + 022*2 =■ *2 

resolvendo (desde que sejam possiveis as opera9oes), encontramos 



b i #22 ~ ^2^12 
011022 ~ ^ 12^21 



b'ld 1 1 ~ b i f?2i 
011022 “ a \2 a 2\ 



Observe que os denominadores sao iguais e estao associados a matriz dos coe- 
ficientes do sistema 

tfn fl 12 
021 a 22 

Num sistema 3X3 



1 a 3 iX, + a 32*2 + fl 33*3 - *3 

(desde que sejam possiveis as operates), ao procurarmos os valores de Jf a 
e x 3 vemos que eles tern o mesmo denominador a n a 22 a 33 - a u a 23 a 32 - 
- a l2 a 2i a 33 + a l2 a 23 a 3i + a l3 a 2l a x - a l3 a 22 a 31 , que tambem esta associado a 

matriz dos coeficientes do sistema 



012 


013 


022 


023 


032 


033 



Vamos rever estes numeros que aparecem nos denominadores associados as 
matrizes (quadradas). Estes numeros sao casos particular do que e c hamado^ 
determinante de uma matriz quadrada. i* a t 
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3.3 DETERMINANTE 

Quando nos referirmos ao determinante, isto 6, ao numero associado a uma 
matriz quadrada A = [ 0 , 7 ] como na secpao anterior, escreveremos: 

detA ou IAI ou det [a//] 

Entao v 



det [a] = a 



det 


i 1 

K5 Cl 

tv) — 


a i2 _ <*11 

a 22_ a 21 


* 12 
*22 


- a n a 22 - 


*12*21 


det 


*n 


a i2 **3 




*u 


#12 


On 


) 


a 2X 


*22 a 23 


= 


*21 


a 22 


a 23 


- *11*22*33 “ *11*23*32 “ *12*21*33 + 




*31 


a 32 * 33 




031 


032 


*33 


+ *12*23*31 + *13*21*32 "" *13*23*31 1 



Talvez seja conveniente a visa do de que o coned to de determinante no caso geral I 

envolve muitos simbolos, o que dificulta a leitura. Para tornar a discussao mais sim- I 

pies e organizada, vamos introduzir algumas defmipoes necessarias. Comecemos f 

lembrando o que significa uma permutagdo . Dados n objetos distintos a i9 .. mi a n , f 

uma permutapao destes objetos consiste em dispo-los em uma determinada > 

ordem. Por exemplo, (1 2 3) e uma permutapao dos numeros 1, 2 e 3, l 

(2 1 3) e outra permutapao etc. A quantidade de permutapoes de n objetos i 
dada por n \ , que e lido n fatorial e«! = n(n - 1 )(n - 2 ) • ... . 2 • 1 (se 
n > 0 ). Por exemplo 3! = 3 • 2 • 1 = 6 . Define-se ainda 0! = 1 . 

3.3.1 Definipao: Dada uma permutapao dos inteiros 1, 2, n y existe 
uma inversao quando um inteiro precede outro menor que ele. 

Consideremos as permutapoes de 1, 2, 3 e vejamos em cada permutapao 
o numero de invers 5 es. 



Permutagdo 


Numero de inversoes 


(1 2 3) 


0 


0 3 2 ) 


1 


(2 1 3) 


1 


(2 3 1 ) 


2 


(3 1 2 ) 


2 


(3 2 1 ) 


3 



Como um outro exemplo, podemos tomar duas das 4! = 24 permutapoes de 1 , 
2, 3, 4. Assim, (3 2 14) tern 3 inversoes e (4 3 2 1) possui 6 inversoes. 
Voitemos ao determinante: 



*11 


*12 


*13 


*21 


*22 


*23 


*31 


*32 


*33 



= ^11^22^33 ” *11*23*32 “ *12*21*33 + *12*23*31 + *13*21*32 ” *13*22*31 



Observe que aparecem todos os produtos a \j l a 2j 2 a y'y on( * e O'i h h) sa0 as per- 
mutapoes de 1 , 2 e 3. A\6m disso, vemos que o sinal do termo 6 negativo, se a 
permutapao tiver um numero impar de inversQes. (Veja a tabela acima para verificar 
os sinai s.) 

Como generalizapao, o determinante de uma matriz quadrada e 

dado pela definipao a seguir. 



3 . 3.2 Definipao: det (a,;] = £ ... a njn onde J = J(j\ /„) 

P 

e o numero de inversoes da permutapao (j\j 2 -in) e P bidica que a soma e 
estendida a todas as n\ permutapoes de (1 2 ... n ). 

Em relapao a esta definipao podemos fazer tres observapoes: 

i) Se a permutapao (/, j 2 ... in) tem um numero par de inversdes, o coe- 
ficiente (-l/ do termo correspondente na somatdria terd sinal positivo; 
caso contrdrio, terd sinal negativo. 

ii) Em cada termo da somatdria, existe um e apenas um elemento de cada 
linha, e um e apenas um elemento de cada coluna da matriz. 

iii) AtravSs de uma reordenapao conveniente dos termos, mostra-se que tarn- 
b^m 6 possivel definir um determinante por 

det [a^] = ^ {-\) J aj x i a j 22 ... 

P 

variando os prime iros e deixando fixos os segundos indices. Verifique isto 
no caso 3X3. 
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Propriedades 

i) Se todos os elementos de uma linha (coluna) de uma matriz A sao nulos, 
det A = 0. 

A razao disto e que, pela observa^o (ii), em cada termo que aparece no calcu- 
lo do determinante ha um dos elementos da linha (coluna) nula e, portanto, 
todos os termos se anulam, e o determinante e zero. 

ii) det A = det A' 

Dai inferimos que as propriedades que sao validas para linhas tambem o sao 

para colunas. ; 

A prova desta propriedade e a seguinte: se A = [fly], sabemos que A =- L bijh 
onde bjj = aji. Entao, pela defin^ao de determinante, temos 

det [b[j] = Yj - b nj n 

9 

= Y (~^ a h lU h 2 - a in n 

P 

= det [dij] pela observa^ao {iii). 

iii) Se multi plica rmos uma linha da matriz por uma constante, o determinan- 
te fica multiplicado por esta constante, 

Para verificarmos isto, chamemos de A a matriz original e B a matriz obti- 
da de A, multiplicand© uma linha de A por uma constante k. Entao, ao calcular- 
mos o determinante de B, pela observa^ao («), em cada termo aparece um ele- 
ment daquela linha que foi multiplicada por k. Podemos colocar k em eviden- 
ce e o que permanece e exatamente o cdlculo do determinante de A. Portanto, 
det B = k det A. 

/v) Uma vez trocada a posi 9 ao de duas linhas, o determinante troca de sinal. 

A razao disto e imediata se observarmos que ao trocar duas linhas de uma 
matriz, alteramos a paridade do numero de inversoes dos indices e, portanto 
trocamos o sinal dos termos. 

v) 0 determinante de uma matriz que tern duas linhas (colunas) iguais e zero. 

Isto e verdade porque se trocarmos as pos^oes das linhas que sao iguais, a 
matriz e, portanto, o determinante permanecerao os mesmos. Por outro lado, 
pela propriedade anterior, o determinante deve trocar de sinal e, portanto, a 
unica possibilidade e que o determinante seja nulo. 
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vi) <t]i a ln a i\ «** a in a \\ — a \n 

b(\ + c i\ b in c in ~ b i\ b i in * *** c in 

a n \ ••• u nn l ••• a nn a n\ & nn 

Para mostrar esta propriedade, usamos a defini^ao de determinante e a 
distributividade. Mas cuidado! Observe que aqui temos a soma numa linha, e 
nao uma soma de matrizes. De um modo geral, o determinante de uma soma 
de duas matrizes nao e igual a soma dos determinantes das matrizes. Ou seja, 
det (A + B) ¥= det A + det B. Veja o Exercicio 4 da sec$ao 3.10. 

vii) 0 determinante nao se altera se somarmos a uma linha outra linha mul- 
tiplicada por uma constante. 

Exempb : 3-2 1 3-2 1 

2 5 0 = 2 5 0 

2 4 -2 8 0 0 

Aqui, a terceira linha, somamos a primeira linha multiplicada por 2. Para pro- 
var esta propriedade usamos as propriedades (vi), (hi) e (v). 

vhj) det (A ■ B) = det A • det B 

Mostre, inicialmente, esta propriedade para matrizes 2X2. Sinta a difi- 
culdade que se teria para demonstra-la ja em matrizes 3 X 3. A demonstraeao 
deste resultado para matrizes n X n e bem mais elaborada, mas voce tera con- 
dories de faze-la usando matrizes elementares (veja a se?ao 3.8). 

A proxima propriedade e tao importante e util no calculo de um deter- 
minante que destacamos sua importancia apresentando-a numa se 9 ao separada. 



3.4 DESENVOLVIMENTO DE LAPLACE 

Na segao 3.2 vimos que: 

d\\ a l2 fl l3 

| A ] = d 2 1 d 2 2 a 23 

d 31 dyi a$ 3 

= d 11 U 22 U 33 - ^11^23^32 “ ^12^21^33 + fl 12 fl 23^31 + ^13^21^32 " ^13^22^31- 
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Mas, podemos escrever esta soma como: 

11(022^33 ” fl 23 fl 32 ) “ a n ( a 2 l a 33 “ fl 23^3l) + a \ 3 ( a 2\ a 32 “ & 22 a 3 \) 

Ou ainda: 

* 21 a23 | + fl i3 * 21 “ 22 

a 32 a 33 ^31 ^33 a 3 l a 32 

Observe que o determinante da matriz inicial 3X3 pode ser expresso em fun- 
9ao dos determinantes de submatrizes 2X2, isto e, 

det A = tf n | An | - a n \ A 12 I + a {3 \ A 13 | 

onde Ay e a submatriz da inicial, de onde a i-e sima linha e a /-esima coluna 
foram retiradas. Aldm disso, se chamarmos 

Ajf - (-l) ,+/ lAf/l 

obtemos a expressao 

detA = flijAu + ^12^12 ^ ^13^13 

Esta propriedade continua sendo vdlida para matrizes de ordem n l , e assim po- 
demos expressar: 

det A/ix/i — tf/iAri + * Gindin 



= £ fl,y(-l) ,V/ det An 



~ £ a ii^ij 

Ao numero A ,y (que e 0 determinante afetado pelo sinal (-1) 1+/ da submatriz 
A jj y obtida de A retirando-se a /-esima linha e a /-esima coluna), chamamos 
cofator ou complemento algebrico do elemento ay. Observe que na formula da- 
da, o determinante foi “desenvolvido” pela /-esima linha. Uma forma analoga e 



valida para as colunas. 




3.4.1 Exemplos 


Exemplo 1: 


1 

1 1 
i 

1 


|A| = 


2 i 1 j -» 




-2 | -1 ! 2 
1 1 



*Paia uma demonstrate, veja por exemplo Lipschutz, S Algebra Linear , McGraw-Hill do 
Brasil Ltda., Rio de Janeiro, 1971. 
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onde 

A, 2 = (-1) , + 2 
A 22 = (-1) 2 + 2 J 2 = 8 
A 32 = H) 3 * 2 5 ^ 

Portanto 

I A | = (-2) ('2) + 1 - 8 + (-1)7 = 5 

0 desenvolvimento de Laplace d uma fbrmula de recorrencia que permite 
calcular o determinante de uma matriz de ordem /?, a partir dos determinantes 
das submatrizes quadradas de ordem n - 1 . Em grande parte dos casos ele sim- 
plifica muito o calculo de determinantes, principalmente se for utilizado um 
conjunto com outras propriedades dos determinantes. 




Exemplo 2\ 



1 


-2 


3 


1 


-2 3 


2 


1 


, ( w 0 


2 


1 -1 


-2 


-1 


2 


0 


0 I 



1 • (- D 3 * 3 * '1 * 1 • (1 + 4 ) = 5 



0 indice acima da igualdade indica o numero da propriedade usada. Neste caso 
somamos a segunda linha a terceira. 



Exemplo 3 : 

-12 3 

4 2 0 

-1 2 -3 

2 5 3 

-5 3-4 

= 2 (- l ) 2 + 2 -5 -3 0 

-8 3 1 

r 

= (- 2 )( 3 )(- l ) 2+ 2 



-4 -5 2 3 

0 (vi) 0 2 0 

0 - 52-3 

1 -8 5 3 

5 -3 4 

( ? -2 5 3 0 <*> 

8 -3 -1 



= - 6(-10 - 52 ) 



4 

0 

0 " 

1 

10 0 4 

•2 5 3 0 = 

13 0 -1 

; 372 

Bfbliotaca de 
CiSncia & t^cnologia 

UFPel 
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Note que na primeira passagem usamos a setima propriedade ao somarmos a se- 
gunda coluna multiplicada por 2 a primeira coluna. Nosso intuito foi o de 
obter uma segunda linha com apenas um elemento nao nulo, e entao abaixar a 
ordem do determinante, usando me nos calculos. Seguindo este racioci'nio, voce 
pode tambem obter o determinante initial, por exemplo, igualando o ultimo 
elemento da primeira linha a zero. 



3.5 MATRIZ ADJUNTA - MATRIZ INVERSA 

Dada uma matriz A, lembramos que o cofator A,y do elemento a $ da matriz e 
(— 1) ,+/ det Ay, onde A z y e a submatriz de A, obtida extraindo-se a z-esima linha 
e /-e sima coluna. Com estes cofatores podemos formar uma nova matriz A, de- 
nominada matriz dos cofatores de A. 

A - [Ajj] 

Exemplo : 

A = 



A„ = (-O '* 1 l J 

An - Ml'” ~f j - 19, ... etc. 

-19 19 -19 

Entao, A= -5 10 -11 

4-8 5 



3.5.1 Dada uma matriz quadrada A, chamaremos de matriz adjunta de A 
a transposta da matriz dos cofatores de A. 

adj A - A' 

No exemplo anterior 

-19 

adj A = 19 

-19 
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Vamos efetuar, neste exemplo, A * A\ 



- 19 


0 


0 




1 


0 


0 


0 


-19 


0 


= -19 


0 


1 


0 


0 


0 


- 19 




0 


0 


1 



= - 19 I 3 



A16m disto, podemos verificar que det A = - 19. Entao A • A' ~ (det A)I 3 . Este 
resultado nao foi obtido por acaso, mas e valido para toda matriz quadrada A 
de ordem n . 



11 


*12 


*13 


21 


a 22 


*23 


31 


<*32 


*33 



3.5.2 Teorema: A • A' = A • (adj A) = (det A) I* 

Para demonstrarmos esta proposipao, usamos a propriedade (v), segundo a 
qual o determinante de uma matriz que tern duas linhas (colunas) iguais e zero, 
e o desenvolvimento de Laplace. Vamos faze-la esquematicamente, para matrizes 
3 X 3. A demon Strabo e a mesma para matrizes n X n. 

Prova: (n = 3) 



A 3l 

A 32 - U‘y] 

A33 



Calculando os elementos c z y, achamos que 

Cn = fliiAu + a n A \2 + *i3A 13 = det A. 

C 12 = a u A 2 i + Cl 12 A 22 + ^ 13 ^ 23 . 

Usando o desenvolvimento de Laplace em relapao a segunda linha, temos: 

*11 *12 *13 

c n det a n a u a u = 0 

*31 tl 32 ^33 

pois duas linhas sao iguais. Analogamente, 

Cjj - det A e cy = 0 se i ¥= j 

Entao: 

det A 0 0 

A - (adj A) - 0 det A 0 = (det A)I 3 

0 0 det A 



3.5.3 Definipao: Dada uma matriz quadrada A de ordem n y chamamos de 
inversa de A a uma matriz B tal que A ■ B = B » A = I„, onde I n e a matriz 
identidade de ordem n. Escrevemos A' 1 para a inversa de A. 
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3.5.4 Exemplos 

Exemplo 1 : 

Seja A = [j J • Entao A ' 1 = 
pois A • A ' 1 = I 2 e A ’ 1 • A = h (Verifique!) 

Exemplo 2: 

6 2 | 

Seja A - j j 4 J 

Procuiemos sua inversa, isto e, 

B = tal que A • B = Ij e B*A = Ij 

Impondo a primeira cond^ao. 




A B I 2 



l - 6a + 2c 6ft + 2d! _ [~1 0~j 

Jjla + 4c lift + 4dJ |_0 lj 

Portanto, 

f 6fl + 2c = 1 f 6ft + 2 d = 0 

\llfl + 4c=0 |_llft + 4d= 1 

Resolvendo os sistemas, temos 

a - 2 

11 

c " _ 2 

Teremos entao, 




ft = -1 
d = 3 
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ou seja, A ■ B = I. Tambem 




ou seja, B • A = 1 e, portanto. 




e a inversa da matriz A. (B = A”* 1 ). 
Observances: 



0 Se A e B sao matrizes quadradas de mesma ordem, ambas inversiveis (isto 
e, existem A^ 1 e B" 1 ), entao A • B 6 inversivel e (AB )" 1 = B 1 - A" 1 . 

De fato, basta observar que (AB)(B _1 A " 1 ) = A(BB~ i )A~ l = AIA " 1 = 

= AA 1 - 1 e que, analogamente (B" 1 A" 1 )(AB) ~ I. 

ii) Se A e uma matriz quadrada e existe uma matriz B tal que BA = I, 
entao A e inversivel, ou seja A " 1 existe e, alem disso, B ~ A" 1 . 

Em outras palavras, basta verificar uma das condi^oes para a inversa de 
uma matriz, e esta sera unica. 

A prova da primeira parte, ou seja, de que A " 1 existe, sera feita em 
3.8.6. Por ora, mostraremos apenas que B = A" 1 . De fato, se A -1 existe, temos 
a seguinte sequencia: B - BI - B(AA' ! ) = (BA)A‘ l = IA " 1 = A -1 . 

Hi) Nem toda matriz tern inversa. 

Por exemplo, para mostrar que jjj ^ J nao tern inversa, e suficiente 

mostrar que a equagao matricial ^ * J |j * ~j = Q nao tern solusao. 

Isto e verdade, pois 



2c 2d 
c d 



1 0 

L° L 



implica que 2c - 1 e c = 0 , e nao podemos ter estas igualdades simultanea- 



mente. 
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Suponhamos agora que \ nxn tenha inversa, isto e, existe A' 1 tal que 
A . A" 1 = I*. Usando o determinante temos 

det (A * A" 1 ) = det A • det A -1 e det I* = 1 

Entao: 

det A * det A -1 = 1 
Desse produto conclinmos que se A tem inversa, 
i) det A ^ 0 

e det A '' = d^r 

Ou seja, det A =£ 0 e uma condi^ao necessaria para que A tenha uma inversa. 
Vamos ver que esta condigao tambem e suficiente. Ja vimos em 3.5.2 que 

A . A' = (det A)I. Se det A * 0, A . • A' = I e como a inversa e uni- 

- .-i 1 A' 

ca, entao A = , - A - • A . 

’ det A 

Em resumo: 

3.5.5 Teorema: Uma niatriz quadrada A admite uma inversa se, e somente se 
det A ^ 0. 

Neste caso: 

Este resultado nos fornece um novo metodo de calcular a inversa de uma 
matriz. Consideremos a matriz do Exemplo 2 anterior: 



det A = 24 - 22 = 2 =£ 0 e, portanto, existe a inversa de A. Calculemos sua 
inversa pela reku^ao A -1 = ^ ^ (adj A). 



A = .2 "'h 6 adjA= -11 1 



, 1 1 4-2 

A = d^A (adjA) = T-ll 6 



Entao 
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3.6 REGRA DE CRAMER 

0 calculo da inversa de uma matriz fornece um outro metodo de resolu 9 ao de 
sistemas lineares de equates. Este so se aplica a sistemas lineares em que o nu- 
mero de equates e igual ao numero de incognitas. Suponhamos que desejrisse- 
mos resolver o sistema linear de n-equa 9 oes e ^-incognitas. 

^ ^1 n x n ~ b\ 



L^wi^i + •** + a nn x n ~ b n 
Podemos escrever este sistema na forma matricial 








e a matriz dos termos independentes, e X = 



a matriz das incognitas. Para esta equa 9 ao suponhamos que det A ^ 0 e por- 
tanto, que A tenha a inversa A -1 . Entao 

A" 1 (AX) = A" 1 B 
(A -1 A)X = A" 1 B 
I„X = A 1 B 
X = A -1 B 

Na forma matricial 
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Usando a relate) para matriz inversa dada em 3.5.4, temos 

Xj An *** ^1 

1 . . . 

det A : 

x n ... bn 

Entao , A 

b^n + ... + b n A n \ 

Xl ~ “ det A 

Mas note que o numerador desta fra 9 ao e igual ao determinate da matriz que 
obtemos de A, substituindo a primeira coluna pela matriz dos termos indepen- 
dentes. De fato, usando o desenvolvimento de Laplace, obtemos. 



b x a l2 ... &\ n 

b n a n 2 ■■■ a nn 



— b \ An + ... bn^n 



Ou seja 



b , 


an * 


a in 


b n 


a n 2 


• • ann 


an 


a\2 


a i n 


a n \ 


a m 


a nn 



Fazendo dedu 90 es analogas, obtemos 



a n 


bi 


Ain 


a n\ 


b n 


... a nn 


an 




a l n 


a ni 


... 


a nn 



para i = 1,2, ..., n. 



Observe que no denominador temos o determinate da matriz dos coeficientes 
(det A #0), e no numerador aparece o determinate da matriz obtida de A, 



Determinante e Matriz Inversa 79 



substituindo a i-esima coluna pela coluna dos termos indepen dentes. Este meto- 
do de resolu 9 ao de uin sistema linear de n equa 9 des e n incognitas, que $6 po- 
de ser aplicado quando o determinante da matriz dos coeficientes for nao nulo, 
6 chamadd Regra de Cramer. 

3.6.1 Exemplo 

Dado o sistema de 3 equa 9 oes e 3 incognitas: 

2x - 3y + 72 =: 1 
- x + 3z = 5 
2 y - z = 0 

temos 

"2-3 7 " 

det 1 0 3 = -1 * 0 

_0 2 -1^ 

Portanto, podemos usar a Regra de Cramer. 

Entao: 

1 -3 7 

5 0 3 

0 2-1 

x = -49 

-1 

2 1 7 

1 5 3 

0 0-1 

~\ 

2 -3 1 

1 0 5 

0 2 0 

z = = 18 

-1 

Cabe aqui um content £rio sobre a Regra de Cramer. Embora seja muito 
util, pois da uma forma explfcita das solu9oes de um sistema, ela nao e muito 
usada para calculos numericos. Isto porque o numero de opera 9 oes que ela 
envolve e muito grande, quando trabalhamos com muitas equa 9 oes. No calculo 
do determinante de uma matriz de ordem n , temos que calcular n\ produtos 
de n fatores, e depois soma-los. (Veja a defin^ao.) Efetuamos entao n\(n - 1) + 
+ («! * l) = n\n - 1 opera 9 oes. Como para resolver um sistema n X n pela 
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Regra de Cramer precisamos calcular n + 1 determinantes de ordem n, o nume* 
ro de operates se elevaria a {n + l)(«!n - l), que e maior que n 2 n \ . 

Como um exemplo, para resolvermos um sistema de 10 equalises e 10 
incognitas, pela Regra de Cramer teriamos um numero de operagoes superior a 
10 2 10! = 362.880.000 operagoes, enquanto que pelo metodo de redugao de li- 
nhas nao chegari'amos a 14.000. 

Muitos dos problemas que aparecem em Engenharia, Economia, Biologia 
etc., costumam envolver um grande numero de incognitas, de ordem 100 ou 
1.000, por exemplo. Nestes casos, mesmo os metodos de eliminagao e redugao 
por linhas podem nao ser adequados. Entao nos meios computacionais prefere- 
-se usar metodos numericos iterativos (como, por exemplo, o de Gauss-Seidel). 
Estes processos iterativos serao nosso objeto de estudo no capitulo 13. 



3.7 CALCULO DO POSTO DE UMA MATRIZ 
ATRAVCS DE DETERMINANTES 

Muitas vezes, e suficiente saber apenas se um sistema de equates lineares tern 
solugao sem precisar resolve-lo, isto e, sem explicitar as solugoes. Por exemplo, 
ao estudar a posigao relativa de duas retas no piano, dadas pelas equagoes 
y-2x = 3ey-3x = 2, podemos estar interessados em saber apenas se elas 
se interceptam ou nao, sem determinar seu ponto de intersecgao. Ou seja, que- 
remos saber se o sistema 

fy - 2x = 3 

\y ~ 3 * = 2 

admite ou nao solugao. 

Como ja vimos em 2.5, a existencia e o numero de solugoes estao relacio- 
nados com o posto da matriz dos coeficientes e o posto da matriz ampliada. 
Vamos ver agora uma maneira de obter o posto de uma matriz usando deter- 
minantes. 

3.7.1 Teorema: O posto (caracteri'stica) de uma matriz A (quadrada ou 
nao) e dado pela maior ordem possivel das submatrizes quadradas de A, com 
determinantes diferentes de zero. 

(Para uma demonstragao, deste teorema veja os exercicios 18, 19 e 20 
da segao 3.10.) 



Determinante e Matriz Inversa 81 




82 Algebra linear 



„ao admite SOK 50 , pois o poslo da matm d»s coeficienles ( diretente do pcs- 
to da matriz ampliada. 

Sl da » ecuapdea e „ incognitas, ond« o deunninanta da mate doa 
coeficientes <5 diferente de 0, existe uma umca solu 9 ao. 



* 3.8 MATRIZES ELEMENTARES 

Um processo de inversao de matrizes 

o C^lculo da inversa de uma matriz usando determinante, envolve um niime- 
ro muito grande de operates. 0 processo prdtico de inversao que vamos 
a D resentar nesta se 9 ao e baseado nas operates com as linhas de uma ma 
enTte^os de cdlculos, e muito vantajoso. 0 conceito de matnzes elemen- 
ts que introduziremos aqui seri utilizado para mostrar a validade deste ^ pro- 
cess, e ainda para demonstrar vinos resultados j & enunciados em se^es ante- 

n ° reS Observemos ! inicialmente, que cada operagao com as linhas de uma ma- 
triz corresponde a uma multiplica 9 ao dessa matriz por uma matriz especial. 

3.8.1 Exemplos 

Exemplo 1 : Ao multiplicarmos a primeira bnha da matriz 



por 2, obtemos a matriz 



2 4 8 

0 1 3 

2 1 -4 



que e exatamente o produto 



2 0 0 
0 1 0 
0 0 1 
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Exemplo 2 : Ao trocarmos a primeira e a segunda linha da matriz A acima, 
obtemos 

0 1 3 

1 2 4 

2 1 -4 



Este resultado e o mesmo que o produto 



0 1 0 
1 0 0 
0 0 1 



Exemplo 3 \ Ao somarmos k primeira linha da matriz A a segunda linha 
multiplicada por 2, obtemos 



que e o mesmo que o produto 



12 0 12 4 

0 10 0 1 3 

0 0 1 2 1-4 



Observando mais cuidadosamente estes exemplos, vemos que aplicar uma 
opera 5 ao elementar nas linhas da matriz A e o mesmo que aplicar esta opera- 
9I0 elementar na matriz identidade e, em seguida, multiplicar esta nova matriz 
por A. Vejamos isto em outros exemplos. 

Exemplo 4 : Se tomarmos a matriz identidade I 3 e trocarmos a primeira e 
a terceira linha, obteremos a matriz 



0 0 1 
0 1 0 
1 0 0 



Se multiplicarmos esta matriz pela matriz A do exemplo 1 , teremos 



0 0 1 1 2 4 2 1 -4 

0 10 0 1 3 = 01 3 

1 0 0 2 1 -4j |_1 2 4 



cujo resultado e exatamente a troca da primeira e terceira linha da matriz A. 
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Exemplo 5 : Se tomarmos I 3 e somarmos a terceira linha a segunda multi- 
plica da por -3, obteremos 




Se multiplicarmos esta matriz pela matriz A do Exemplo 1, teremos 




Este resultado e exatamente aquele que obtemos se somarmos a terceira in a 

de A a segunda multiplicada por -3. ^ . 

Atraves desses exemplos podemos perceber que existe uma rela 9 ao intima 
entre as operates com linhas de uma matriz e certas matrizes especiais cons- 
trui'das a partir da matriz identidade. Estas matrizes serao denominadas matn- 
zes elementares. 

3.8.2 Defini?ao: Uma matriz elementar e uma matriz obtida a partir da 
identidade, atraves da aplica^ao de uma opera^o elementar com linhas. 

0 relacionamento entre matrizes elementares e operates com linhas e 
dado pelo teorema abaixo. 

3.8.3 Teorema: Se A 6 uma matriz, o resultado da aplica^ao de uma ope- 
racao com as linhas de A 4 o mesmo que o resultado da multiplicasao da ma- 
triz elementar E correspondente i opera^ao com linhas pela matriz A. 

A prova deste resultado poderd ser feita por voce. Consiste apenas em 
escrever a matriz E, efetuar o produto E • A e verificar que o resulta o o ti- 
do e o esperado. Este procedimento deve ser efetuado para cada tipo de opera- 
te) com linhas. Uma consequencia importante da proposi^ao anterior e. 

3.8.4 CorolSrio: Uma matriz elementar E t e inversivel e sua inversa e a 
matriz elementar E 2 , que corresponde a opera^ao com linhas inversa da opera- 
$ao efetuada por Ej. 

Por exemplo, se E, e a matriz elementar cuja opera?ao consiste em mul- 
tipUcar uma determinada linha por k, a matriz inversa de E, serd a matriz^le- 
mentar E 2 que corresponde a opera 9 ao de multiplicar a mesma linha por -j. 
prova deste coroldrio e deixada a seu encargo. 
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Como conseqiiencia do resultado anterior, podemos mostrar agora o teo- 
rema 2.3.1. 



3,8.5 Teorema: Sistemas associados a matrizes linha equivalentes sao equi- 
valentes. 

Prova : Sejam A e A' matrizes-linha equivalentes. Por 3.8.3 
A' = MA, onde M e um produto de matrizes elementares e, portanto, inver- 
sivel (veja 3.8.4 e (/) de 3.5.4). Os sistemas (I) e (II) que tern AeA' como 
matrizes ampliadas podem ser escritos respectivamente: 

N * X = B e N'X ^ B', onde N e a submatriz de A da qual se retirou a 
ultima coluna e B e esta coluna. (Idem para N', A' e B\) Alem disto, voce po- 
de verificar que 

N' = M • N e B' = M • B. 

Portanto, NX = B MNX = MB N'X = B\ 

Isto significa que os sistemas (I) e (II) sao equivalentes pois toda matriz 



que seja a solu 9 ao do I ser£ soh^ao de II e vice-versa. 



3.8.6 Usando os resultados 3.8.3 e 3.8.4 podemos tamb^m completar 
agora a demonstra 9 ao da observa 9 ao (/i) de 3.5.4. Repetindo-a da maneira co- 
mo foi enunciada: Se A e uma matriz quadrada e existe uma matriz B tal que 
BA = 1, entao A e inversivel, ou seja, A -1 existe e B - A l . Ja haviamos mos- 
trado que se A e inversivel, entao B = A l . Mostremos agora que A e realmen- 
te inversivel. 

Comecemos analisando o sistema de equa 9 oes lineares que corresponde a 
AX = 0, onde X e um vetor coluna e 0 e o vetor-coluna cujos elementos sao 
nulos. Observamos que a unica solu 9 ao possivel para esse sistema e X = 0 pois, 
multiplicando AX = 0 por B, temos 0 = B 0 - B(AX) - (BA)X - IX - X. 
Por outro lado, se resolvermos o sistema AX = 0 atraves de opera 90 es com li- 
nhas, obteremos um sistema equivalente RX = 0, onde Rea forma escada li- 
nha reduzida de A e, portanto, R = E&Efr-i — EiA. Mas, como o sistema 
RX = 0 e equivalente a AX = 0, a sua unica solu 9 ao e X = 0, e como R esta 
na forma escada linha reduzida, a unica possibilidade e R - I. Entao ^ 

I = E*E*_i ... Ei A, e, multiplicando sucessivamente por E*\ E*^, E, 

(que sao matrizes elementares, como vimos na se9§o 3.8.4), teremos 
A = E* 1 , ou seja, A e um produto de matrizes elementares e, pela 

observa 9 ao (i) de 3.5.4, e inversivel. 
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* 3.9 PROCEDIMENTO PARA A INVERSAO DE MATRIZES 

Com argumentos analogos aos usados em 3 . 8.5 voce pode provar o teorema enun 
dado a seguir. 

3 9 1 Teorema: Se A e uma matriz inversivel, sua matriz-linha reduzida a 
forma esarda, R, e a identidade. Alem disso, A e dada por urn produto de ma- 

trizes elementares. 

A reci'proca deste resultado iri fornecer um novo processo para se calcular 
a inversa de uma matriz A. Suponhamos que, ao reduzir A a forma escada lm a 
reduzida, a matriz identidade seja obtida como resultado. Neste caso, como a ca- 
da opera^ao com linhas corresponde uma multipUca^ao por uma matriz elementar, 
E/, teremos entao; 

I = E* • E*-i • • E2 * Ej • A 

= (E* • E*,, • ... • E, • E, • I)A 

Mas isto quer dizer que 

E^ • Ejt-i " ••• * ’ Ei • I = A 

que podemos colocar em palavras atraves do teorema abaixo. 

3 . 9.2 Teorema: Se uma matriz A pode ser reduzida k matriz identidade, 
por uma seqviencia de operates elementares com linhas, entao A k inversfvel e 
a matriz inversa de A e obtida a partir da matriz identidade, aplicando-se a 
mesma seqviencia de operates com linhas. 

Na prdtica, operamos simultaneamente com as matrizes A e 1 , atraves e 
opera?6es elementares, atd chegarmos i matriz 1 na posi^ao correspondente k 
matriz A. A matriz obtida no lugar correspondente k matriz I sera a inversa de 

A (A : 1 ) . (I A’ 1 ) 

Vejamos como este procedimento pode ser colocado em pr£tica. 




2 10 0 

10-11 
0 111 
-10 0 3 



3.9.3 Exemplos 

Exemplo 1 : Seja 
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Coloquemos a matriz junto com a matriz identidade e apliquemos as ope 1*96 es 
com linhas, para reduzir a parte esquerda (que corresponde a A) a forma esca- 
da linha reduzida, lembrando que cada opera^o deve ser efetuada simultanea- 
mente na parte direita. 



2 


1 


0 


0 


[ 

1 


1 


0 


0 


0 


1 


0 


-1 


1 


\ 

! 


0 


1 


0 


0 


0 


1 


1 


1 


1 

1 


0 


0 


1 


0 


-1 


0 


0 


3 


1 

1 

i 


0 


0 


0 


1 



Trocando a prime ira e segunda linhas, obtemos 



1 


0 


-1 


1 


1 

t 

1 


0 


1 


0 


0 


2 


1 


0 


0 


1 

1 


1 


0 


0 


0 


0 


1 


1 


1 


1 

1 


0 


0 


1 


0 


-1 


0 


0 


3 


1 

1 

* 


0 


0 


0 


1 



Agora, somamos a quarta a primeira e a segunda, a primeira linha multiplicada 
por -2. 



1 


0 


-1 


1 


1 0 


1 


0 


0 


0 


1 


2 


-2 


j 1 


-2 


0 


0 


0 


1 


1 


1 


! o 


0 


1 


0 


0 


0 


-1 


4 


! 0 

i 


1 


0 


1 



Subtraimos a segunda linha da tereeira, obtendo 



1 


0 


-1 


1 

i | 


0 


1 


0 


0 


0 


1 


2 


-2 ! 


1 


-2 


0 


0 


0 


0 


-1 


3 { 


-i 


2 


1 


0 


0 


0 


-1 


4 

1 


0 


1 


0 


1 



Trocamos o sinal da tereeira linha e, subseqiientemente, anulamos o resto da 
tereeira coluna. 



1 0 0 -2 j 1 -1 -1 0 

0 10 4 j -1 2-2 0 

0 0 1 -3 | 1 -2 -1 0 

0 0 0 1 i 1 -1 -1 1 _ 
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Finalmente, obtemos a identidade ii esquerda e a inversa de A a direita. 



1 


0 


0 


0 


l 

1 


3 


-3 


-3 


2 


0 


1 


0 


0 


1 

1 




6 


2 


-4 


0 


0 


1 


0 


l 

1 


4 


-5 


-4 


3 


0 


0 


0 


1 


1 

1 


1 


-1 


-1 


1 



Portanto 



Exemplo 2: Seja 



Partimos de 







3 


-3 


-3 


2 




= 


-5 

4 


6 

-5 


2 

-4 


-4 

3 






1 


-1 


-1 


1 








1 0 


1 






A 




1 2 


1 










0 2 


0_ 




1 


0 


1 


1 


0 


0 


1 


2 


1 


1 0 


1 


0 


0 


2 


0 


! 0 


0 


1 



e fazemos opera 96 es com linhas, para converter a parte esquerda (que corres- 
ponde a A) a forma escada linha reduzida. Obtemos entao 



1 


0 


1 j 


1 


0 


0 


0 


1 


0 ] 


1 

‘ 2 


1 

“ 2 


0 




0 


0 j 


1 


-1 


1 



Como a forma escada nao e a identidade, a matriz A nao tem inversa. 



3.9.4 Agora, iremos demonstrar a propriedade 
det (AB) = det A - det B 
conforme nos propusemos a fazer em 3.3 (viii). 



Para isso, queremos que voce descubra qual e o determinante de uma matriz 
elementar E nos seguintes casos: 

/) E e obtida de I por uma permuta 9 ao de linhas. 

ii) E e obtida de 1 pela multiplica 9 ao de uma das linhas por uma constante 
k (k =£ 0). 

iii) E e obtida de I pela substitu^ao da i-esima linha por k vezes a /-esima, 
mais a /-esima linha. 

Agpra voce devera provar 0 seguinte resultado. 



3.9.5 Teorema: Se E for uma matriz elementar e A uma matriz qualquer 
da mesma ordem que E, entao det EA = det E - det A. 

Para provar este teorema, considere as tres possibilidades para a matriz E 
(/), (ii ) e (iii) dadas acima. Tudo ficara realmente simples se voce tiver chegado 
a conclusao que, em (/) temos det E = -1, em (ii) det E = k e em (iii) det E = 1. 

Finalmente, podemos demonstrar a propriedade do determinante do pro- 

duto. 



3.9.6 Teorema: Se A e B sao matrizes n X n quaisquer, entao 
det (A • B) = det A • det B. 

Prova : 

1? caso \ Se A ou B sao nao inversfveis, temos A • B nao inversivel (veja 0 
Exercfcio 10 da segao 3.10). Neste caso, det (AB) = 0, e como det A - 0 ou 
det B - 0, a igualdade se verifica. 

2 ? caso : Se A e B sao inversfveis, usando 3.9.1 temos: 

det (AB) = det (E a ... E*B) 



Apos sucessivas aplica 9 oes do teorema 3.9.5 chegamos a: 

det(AB) = det Ej - det (E 2 ... E*B) 

= ... = det Ei • det E 2 • ... • det E* • det B 

- det Ej • ... ■ det(E£_j . E^) * det B 

- ... = det (Ej • E 2 • ... . E^) . det B 
= det A • det B 
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3.10 EXERCfCIOS 



1. De o numero de inveisoes das seguintes permuta^oes de 1, 2, 3, 4, 5: 

a) 3 5 4 1 2 

b) 2 14 3 5 

c) 5 4 3 2 1 

d) No determinante de uma matriz 5 X 5, que sinal (negativo ou posi- 
tivo) precederia os termos #i3#2s#34#4i#52 e #is#24#33#42#si? 

2. Quantas inversoes tem a permuta?ao (n n - 1 ... 2 1) dos numeros 1, 2, ... 
n - 1 , h ? 



3. Calcule det 




a) pela defini?ao 

b ) em relacao a segunda coluna, usando o desenvolvimento de Laplace. 




4. Dadas as matrizes A 

a) det A + det B 

b) det (A + B) 

5. Sejam A e B matrizes do tipo 11 X n. Verifique se as colocates abaixo sao 
verdadeiras ou falsas. 

a) det (AB) = det (BA) 

b) det (A 1 ) - det A 

c) det (2A) = 2 det A 

d) det (A 2 ) = (det A) 2 

e) det A,; < det A 

f) Se A e uma matriz 3X3, entao 

tf n A u + a l2 Aj 2 + fli3A| 3 = 021^21 + ^22^22 + fl 23^23 





calcule 



c) ^23 

d) det A 







*V 

* 



<0 A 2 3 

fr) | a 23 | 
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7. Propriedade : O determinante de uma matriz triangular \ nXn e igual ao pro- 
duto dos elementos de sua diagonal. 

a) Prove esta propriedade no caso em que A e uma matriz triangular supe- 
rior (generica) 5X5. (Sugestao: Use e abuse do desenvolvimento de La- 
place.) 

b) O que voce pode dizer sobre o numero de solu 9 oes dos sistemas abaixo? 



5xj + 2 x 2 - 3*3 + 9*4 = 0 

, -3* 2 + 9jc 3 -y x 4 = 0 

-2x 3 + x 4 = 0 
Jt 4 = 1 



3xj ^ 2* 4 t — 0 

- *3 + *2 - *1 = 5 

(if) i - 9* 3 - x 2 + 9x x = 0 

-3x 2 + Xi = 0 

Xi = 0 



8. Calcule det A, onde 





b ) P 3 0 0 0 0 

19 18 0 0 0 

A = -6 v -5 0 0 

4 VT \/T 0 0 

_8 3 5 6 -1_ 



9. Encontre A 1 , onde 
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10. Se A ou B e uma matriz nao inversivel, entao A * B tambem nao e. Prove 
isto, sem usar determinates. 

11. Mostre que 




Observe atentamente a igualdade acima e enuncie a propriedade que ela 
ilustra. 





4 r 

I 



14. Dizemos que A e B sao matrizes semelhantes se existe uma matriz P tal que 
B = P _1 AP. Mostre que det A = det B se A e B sao semelhantes. 

15. Verdadeiro ou falso? 

a ) Se det A = 1, entao A“ l - A. 

b) Se A e uma matriz triangular superior e A" 1 existe, entao tambem A 1 
sera uma matriz triangular superior. 

c) Se A e uma matriz escalar n X n da forma kl n , entao det A - k n . 

d) Se A e uma matriz triangular, entao det A - a n + ... + a n n- 

16. Resolva o sistema, usando a Regra de Cramer: 

* - 2y + z=l 
« 2x + y =3 
y - 5z - 4 
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17. Dado o sistema 

"jc + y - w - 0 
X - z + w = 2 
* v + z - w = -3 
x + y -2 w = 1 

a) Calcule o posto da matriz dos coeficientes. 

b ) Calcule o posto da matriz ampliada. 

c) Descreva a solu^ao deste sistema. 

d) Considere urn sistema homogeneo AX = 0, onde A e uma matriz n X «. 
Que condi 9 ao voce deve impor sobre A, para que o sistema admita solu- 
90 es diferentes da soiu 9 ao trivial (X = 0)? Compare com 3.6 e o Exer- 
cicio 18 do Capitulo 2. 

18. Prove que: Uma matriz A, com ordem n, tern posto n se, e somente se A e 
inversivel. 

19 . A partir do exeicicio acima, voce pode concluir que uma matriz A, de 
ordem n, possui determinante difereiuc ae zero se, e somente se A tern n 
linhas linearmente independentes. Por que? (Veja o final da sec 9 ao 2.4.) 



20. Agora prove a propriedade 3.7.1, usando o exercicio anterior. 



21. Mostre que a area do triangulo na figura e dada pelo determinante 




1 a 2 a\ = (a 2 - - «i)(a3 - «z) 

1 a 3 a\ 



b) Se a |, a 2 > ... , a n s ^° numeros, mostre por indu 9 ao finita que 



d\ - 


.. a 1 }' 1 


a 2 . 


.. 



1 a n ... a"~ x 



n (Xj - x{) 
i </ 



0 simbolo a direita signiflca o produto de todos os termos Xj x; com 

1 < / e /, j inteiros variando de 1 a n. 
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Sugestao: Para efetuar facilmente a indi^ao, multiplique cada coluna por 
x, e subtraia o mesmo da coluna imediatamente a direita, partindo do 
lado esquerdo, obtendo, entao: V„ = (x„ - x t ) ... - Xj) V n - i- 

Tal determinante 6 chamado determinante de Vandermonde. 

23. Uma maneira de codificar uma mensagem c atraves de multiplicagao por 
matrizes. Vamos associar as letras do alfabeto aos numeros, segundo a 
correspondencia abaixo: 

ABCDEFGHIJ LMNOP QRS TUVWXY Z 
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 

Suponhamos que a nossa mensagem seja “PUXA VIDA”. Podemos formar 
uma matriz 3X3 assim: 

P U X' 

A - V , que usando a 

I D aJ 

correspondencia num^rica fica: 

15 20 23' 

1 0 21 = M 

9 4 1 

Agora seja C uma matriz qualquer 3X3 inversivel, por exemplo: 

"l 0 1 

C = -1 3 1 

0 1 1 

Multiplicamos nossa matriz da mensagem por C, obtendo M • C. 

15 20 23] [l 0 l] [-5 83 58 

1 0 21 • -1 3 1 = 1 21 22 

9 4 1 J [ 0 1 lj L 5 I 3 14 _ 

Transmitimos esta nova matriz (na pratica, envia-se a cadeia de numeros 
-5 83 58 1 21 22 5 13 14). Quern recebe a mensagem decodifica-a 
atraves da multiplicagao pela inversa ((M • C) • C -1 = M) e posterior 
transcri 9 ao dos numeros para letras. C e chamada matriz chave para 0 
codigo. 

a) Voce recebeu a mensagem: 

-12 48 23 -2 42 26 1 42 29 

Utilizando a mesma chave traduza a mensagem. 



Determinante e Matriz Inversa 95 



b ) Aconteceu que o inimigo descobriu sua chave. 0 seu comandante manda 



1 1 

voce substituir a matriz chave por 1 1 

.0 0 




. Voce transmite a 



mensagem “CRETINO...” a ele (codificada, naturalmente!). Por que nao 
sera possivel a ele decodificar sua mensagem? 

c) Escolha uma matriz-chave que de para codificar palavras ate 16 letras. 
Codifique e descodifique a vontade! 



3.10.1 Respostas 



1. a) 5 


b) 2 


c) 10 


d) - e + 




3. a) 21 


b) 21 








5. a) V 


b) V 


c ) F 


d) V e) F 


f ) v 



7. a ) Seja A uma matriz triangular superior e desenvolva-se o determinante 
atraves da primeira coluna. 

| a I = a u I A m I mas An 6 triangular superior tambem lA„l = a 21 IA nu l 
etc. 

Entao IAI = dn • <r 22 ... a nn . 
b) (i) unica, («) nenhuma. 



-1 


-1 


4 


-2 


-3 


-4 


12 


-6 


11 


14 


-43 


22 


10 


14 


-41 


21 




96 ALGEBRA LINEAR 

11. A derivada do determinante e a soma dos determinantes das matrizes obti- 
das da original, diferenciando as linhas, uma por uma. 

15. a) F b) V c) V d) F 

17. a) 3 c ) Possivel e indetemiinado. 

b) 3 d) As linhas de A como vetores sao LD. 

21. Considere as areas do trap^zio AXYC e dos triangulos AXB e CYB. 




23. b) A matriz-chave nao tem inversa. 
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ESPACO VETORIAL 



4.1 VETORES NO PLANO E NO ESPAQO 

Imagine uma for£a atuando sob re urn corpo. Voce conseguira precisa-la deter- 
minando sua intensidade e dire^o. Forsa e um exemplo tipico de grandeza 
que sera representada por um vetor. Outros exemplos sao velocidade e deslo- 
camento. Neste capftulo desen volveremos o conceito de vetor de uma forma 
bem ampla, de modo que, por exemplo, soloes de sistemas de equasoes li- 
neares ou de equates diferenciais tambem possam ser representadas por ve- 
tores. 

F 




Figura 4.1.1 
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4.1.1 Vetores no Plano 

Inicialmente, introduziremos a ideia de vetor, re stringin do-nos ao piano. 
Para isto, consideremos o piano cartesiano que consiste de um si sterna de 
coordenadas dado por um par de retas ortogonais, com orientado. Fixada 
uma unidade de comprimento, um ponto P do piano pode ser identificado 
com o par (a, b) de numeros reais, que sao suas coordenadas. 




Figura 4.1.2 



Dados dois pontos P e Q do piano, podemos considerar o segmento de 
reta orientado PQ , com ponto inicial P e ponto Final Q . Note que embora co- 
mo conjunto de pontos os segmentos PQ e QP sejam iguais, como segmentos 
orientados eles sao distintos. Diremos que eles sao segmentos opostos. 

Vamos estabelecer que dois segmentos orientados sao equivalentes se tive- 
rem o mesmo comprimento e dire^ao. Por exemplo, na figura 



Figura 4.1.3 



PQ, KL e RS tern a mesma dire^ao; RT e KL tem o mesmo comprimento; PQ, 
— ► — > 

RS e ZW tem o mesmo comprimento, mas os unicos segmentos com orienta- 
— ^ ^ 

9oes equivalentes sao PQ e RS. Para qualquer segmento orientado no piano exis- 
te outro equivalente a este cujo ponto inicial e a origem. Por exemplo, 




Espa<jo Vetorial 99 




Figura 4.1,4 

Vamos passar a considerar agora, apenas os segmentos orientados com 
ponto inicial na origem, denominados vetores no piano. E importante notar que 
vetores no piano sao determinados exclusivamente pelo seu ponto final, pois o 
ponto inicial e fixo na origem. Assim, para cada ponto do piano P(a, b ), esta 
associado um unico vetor v - OP e, reciprocamente, dado um vetor, associamos 
um unico ponto do piano, que e o seu ponto linal. Isto e, a correspondencia 
entre pontos do piano e vetores e biunivoca. 

Usando esta correspondencia entre vetores e pontos do piano, costumamos 

representar um vetor v — OP pelas coordenadas do seu ponto final P(a , b). 

Usamos a nota^o da matriz-coluna v = * , °u mesmo a identifica^ao 

v = (a, b ). Por exemplo, v = ^ ou v = (1 , 3). Observe que, deste modo, a 

origem do piano ficara associado um vetor que tem os pontos inicial e final 
coincidentes com esta. Denominaremos tal vetor (que e so um ponto) de vetor 
ttulo, e este sera representado por (0, 0). 

O Oposto de um vetor v = OP e o vetor w = OQ , que tem o mesmo 
comprimento e dire^ao oposta. Em termos de coordenadas, se v - (a, b), entao 
w = (-a, - b ) e, por essa razao, denotamos w - -v. 

4.1.2 Opera^oes com Vetores no Plano 

a) Multiplica^ao de um vetor por um numero. 

Multiplicar um vetor v por um numero k > 0 6 considerar um novo ve- 
tor w - kv , que possui a mesma dire^ao de v e tem como comprimento k ve- 
zes o comprimento de v. Se * < 0, o vetor w = *v sera igual ao oposto do 
vetor \k\ - v. Se k = 0, w = k\ sera o vetor nulo. 
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Figura 4.1 .5 

Observe que a multiplicagao de vetor por um numero corresponde a multipli- 
cagao da matriz-linha (ou coluna) por esse numero. Assim, se v = (a, b) e 
w - kv, entao w = (ka, kb), Por exempio, para v = (2, -5), w - 3v = (6, -15). 

b) Adigao de dois vetores. 

Para introduzir a soma de vetores, vamos voltar ao exemplo de forgas 
atuando num corpo. Uma forga que atua num ponto pode ser representada por 
um vetor, de comprimento igual a intensidade da forga, com a mesma diregao 
em que a forga atua. (Estamos supondo que a origem do sistema de coordena- 
das esta no ponto onde a forga atua.) 

Suponhamos agora que temos duas forgas Fj e F 2 atuando no mesmo 
objeto. Podemos representar o resultado destas duas forgas por uma unica for- 
ga R? Em outras palavras, o que e a '‘soma” de duas forgas? 




Figura 4.1.6 

A experience mostra que a forga resultante 6 representada pelo vetor diagonal 
do paralelogramo construido a partir dos vetores F, e F 2 . Chamamos a forga 
resultante de soma de F 2 com F 2 e denotamos R = Fj + F 2 . Agora, pensemos 
em tennos de coordenadas. Se F! = (a, b) e F 2 = (c, d ), quais sao as coordena 




Figura 4.1.7 
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Usando congruencia de triangulos, voce pode notar que as coordenadas de R 
sao (a + c, b + d). 

Foram resultados como este que motivaram a definigao formal de soma 
de dois vetores no piano. Se v = (a, b) e w = (c, d ), entao o vetor-soma serd 
v + w = (a + c, b + d). Observe que somar vetores corresponde simplesmente a 
somar as matrizes que os representam. As operagoes entre vetores herdam, por- 
tanto, todas as propriedades das operagoes correspondentes para matrizes. 

Podemos ainda observar que a soma de um vetor v = (a, b) com seu 
oposto w = - v = (- a , -b) 6 o valor nulo. Isto ^,v+w z v +( fc v) = (a - a, 
b - b) = (0, 0). 

Por diferenga entre dois vetores v e w, entendemos a soma do primeiro 
com o oposto do segundo vetor, v - w = v + (-w). isto e mostrado geometrica- 
mente, pela Figura 4.1.1. 




Figura 4.1.8 

4.1.3 Vetores no Espago 

Da mesma forma que fizemos no piano, podemos considerar vetores no espago. 
Teremos entao um sistema de coordenadas dado por tres retas orientadas, per- 
pendiculares duas a duas, e, uma vez fixada uma unidade de comprimento, cada 
ponto P do espago estara identificado com a terna de numero reais (x, y y z), 
que da suas coordenadas. 





Figura 4.1.9 
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Tambem aqui os vetores sao dados por segmentos orientados, com ponto 
inicial na origem, e existe uma con-espondencia biunivoca entre vetores e pon- 
tos do espago que a cada vetor OP associa seu ponto final P - (tf, b, c). Deste 
modo, o vetor v = OP costuma ser denotado pelas coordenadas de P. 



Exemplo 




ou v = (a, b } c) 




Figure 4.1.10 



A origem fixada para o espago representara o vetor nulo (0, 0, 0). 

Assim, se chamarmos de V o conjunto de vetores no espago, podemos 
identificar 

V = {(*,, x 2 , x 3 ); Xj e R} 

= RXRXR=R 3 

4.1.4 Operates com Vetores no Espaqo 

A soma de dois vetores e o produto de um vetor por um numero (escalar) 
tambem sao defmidos da mesma forma que no piano 
Se u = (x u * 2 , * 3 ) e v = (y u y$), 

u + v = (x, + X 2 + J 2 , *3 + ^ 3 ) 
e £u = (kx^ kx 2 , kx 3 ) 

Por exemplo, se u = (2, -3, 5) e v = (1, 2, 0), u + v = (3, -1, 5) e 
2u - (4, -6, 10). 

Como ja observamos no caso do piano, estas operates correspondem exa- 
tamente as respectivas operates das matrizes-linha que representam os vetores 
e gozam de uma serie de propriedades decorrentes daquelas relativas as ope- 
ra^oes com numeros reais. 
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Propriedades: 

/) (u + v) + w = u + (v + w) 

ii) u + v = v + u 

iii) Existe 0 € V tal que u + 0 = u. (0 6 chamado vetor nulo.) 

iv) Existe -u G V tal que u + (-u) = 0. 

v) a ( u + v) = au + a\ 

vi) (a + b)\ = ay + b\ 
vti) (ab)\ = a (bv) 

viii ) lu - u 

Estas propriedades servirao para caracterizar certos conjuntos que, apesar 
de terem natureza diferente dos vetores no espago, “comportam-se” como eles. 
Estes conjuntos receberao o nome de espagos vetoriais . 



4.2 ESPAQOS VETORIAIS 

4.2.1 Definiqao: Um espago vetorial real e um conjunto V, nao vazio, 
com duas operates: soma, V X F— U V, e multiplicagao por escalar, 

R X V— U F, tais que, para quaisquer u, v, w £ V e a, b G R, as proprieda- 
des de z) a viii) sejam satisfeitas. 

Se na defini^ao acima, ao inves de termos como escalares, numeros reais, 
tivermos numeros complexos, V sera um espago vetorial complexo . 

Usaremos doravante a palavra vetor para designar um elemento de um 
espago vetorial. Assim, por exemplo, se considerarmos o espa 90 vetorial 
V = M( 2, 2), os vetores serao matrixes. (Mostre que M( 2, 2) realmente e um 
espa 90 vetorial, verificando as cond^es indicadasna defin^ao 4.2.1. Lembre 
que os vetores u, v e w deste espago vetorial sao matrizes 2 X 2 e os escalares 
ainda numeros reais.) Agora, convem introduzir alguns exemplos de espagos 
vetoriais. 
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Exemplo 2; No lugar de ternas de numeros reais consideremos como ve- 
tores n-uplas de numeros reais. 

v = R n = {(*!,*„ Xi e R} 

e se u = (x,, x 2 , .... x„), v = {>,, y 2 , .... y„) e a £ R, 

u + v = (x, + y u x 2 + y 2 , .... x„ + y„) e au = (ox,. ax 2 , ax„) 

Neste caso perdemos, e claro, a visao geometrica de “vetores”, pois saimos de 
um espago de “dimensao” 3 da geometria e passamos a urn espa$o de “dimen- 
sao” n. Apesar disto, podemos trabalhar com estes espa ? os da mesma maneira 

que em R 3 . 



Subexemplo : n - 5; V = R s 

V = {x u x 2 , x 3 , x 4 , x 5 ): Xi € R} 

Se u = (1, 0, 2, -3, 4) 

e v = (0, 1, 1, -2, 5), 

entao u - 2v = (1, 0, 2, -3, 4) - 2(0, 1, 1, “2, 5) 

= (1, 0, 2, -3, 4) - (0, 2, 2, -4, 10) 

= ( 1 , - 2 , 0 , 1 , - 6 ) 

Observe que, neste caso, o vetor nulo e (0, 0, 0, 0, 0). 

As H-uplas de numeros reais ou, equivalentemente, matrizes-linha 1 X n 
(ou matrizes-coluna n X 1) apareceni naturalmente na descri?ao de muitos pro- 
blemas que envolvem varias variaveis. Como um exemplo para determinar a po- 
sicao de uma barra no espa?o precisamos dar as coordenadas de suas duas 
extremidades A = («„ a 3 ) e B = (b u b 2 , b 3 ). Assim, sua coordenada serf 

dada por (a,, a 2 , a 3 , b 2 , b 2 , b 3 ), e estaremos trabalhando com o espa f o veto- 

rial R 6 . 

Exemplo 3: V = M(m, n), o conjunto das matrizes reais m X n com a 
soma e produto por escalar usuais. 

Subexemplos : 




Qual e o vetor nulo deste espa^o vetorial? (Veja o Exerci'cio 1 da sec 5 ao 

4.8.) 

it) V = 4/(1, n ) = {[a n a i2 ... a ln ]: G R}. ^ 

Observe que este espa 90 vetorial pode ser identificado com V = R (veja 
o Exemplo 2 desta se^ao). 



Espa$o Vetorial 105 



Exemplo 4: V - P n , o conjunto dos polinomios com coeficientes reais, 
de grau menor ou igual a n (incluindo o zero). As operates sao soma de po- 
linomios e multiplica 9 ao destes por numeros reais. 

Subexemplo : n = 2 
P 2 = {a 0 + a x x + a 2 x 2 : a; € R}. 

Todos os exemplos anteriores foram de espa 9 os vetoriais reais. O proximo 
exemplo e de um espa 9 o vetorial complexo. 

Exemplo 5: V e o conjunto das matrizes 2X2, cujos elementos sao nu- 
meros complexos. As opera 9 oes sao adi 9 ao de matrizes e multiplica 9 ao destas 
por numeros complexos. 

Exemplificando: 




Os espa 90 s complexos aparecem, por exemplo, no estudo de sistemas de 
equa 9 oes diferenciais. (Veja o Capitulo 12.) Salvo men 9 ao em contrdrio, todos 
os espa 9 os vetoriais que abordaremos a seguir serao espa 90 s vetoriais reais. 

4.3 SUBESPAQOS VETORIAIS 

As vezes, e necessario detectar, dentro de um espa 9 o vetorial V, subconjuntos 
W que sejam eles prdprios espa 90 s vetoriais “menores”. Tais conjuntos serao 
diamados subespagos de F, Isto acontece, por exemplo, em: V - R 2 , o piano, 
onde W e uma reta deste piano, que passa pela origem. 




Figura 4.3.1 



106 Algebra linear 



Veja que a reta W funciona sozinha como espago vetorial pois, ao somaimos 
dois vetores de W, obtemos um outro vetoi em W. Da mesma forma, se mul- 
tiplicarmos um vetor de W por um numero, o vetor resultante ainda estard em 
W. Isto e', o subconjunto W e “fechado” em rela?ao a soma de vetores e i 
multiplicanao destes por escalar. Estas sao as condi^oes exigjdas para que um 
subconjunto W de um espago vetorial V seja um subespa^o. 

4.3.1 Definipao: Dado um espa^o vetorial V, um subconjunto W, nao va- 
zio, sera um subespago vetorial de V se: 

i) Para quaisquer u, v £ W tivermos u + v € W. 

ii ) Para quaisquer a £ R, u € W tivermos flu £ W. 

Podemos fazer tres observances: 

a) As conduces da defininao acima garantem que ao operarmos em W (soma 

e multiplicanao por escalar), nao obteremos um vetor fora de W. Isto e 

suficiente para afimar que W e ele proprio um espa 5 o vetorial, pois assun 

as operates fleam bem definidas e, alem disso, nao precisamos verificar 
as propriedades de (/) a (yiii) de espa^o vetorial, porque elas sao vdlidas 
em V, que contem W. 

b) Qualquer subespa^o W de V precisa necessariamente conter o vetor nulo 

(por causa da condinao (o) quando a = 0). 

c) Todo espa^o vetorial admite pelo menos dois su be spa 50 s (que sao chama- 
dos subespa ? os triviais), o conjunto formado somente pelo vetor nulo (ve- 
rifique (/) e (ii)) e o proprio espa^o vetorial. 

4.3.2 Exemplos 

Exemplo 1 : V = R 3 e W c V, um piano passando pela origem. 




Figura 4.3.2 

Veja geometricamente a validade de (i) e («)•• Observe que se W nao 
passasse pela origem, nao seria um subespaijo. Note que na verdade os um- 
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| cos subespa^os de R 3 sao a origem, as retas e pianos que passam pela ori- 
| gem, e o pr 6 prio R 3 . 

[ Exemplo 2: V = R 5 e W = {(0, * 2 , * 3 , jc 4 , x s ); x t £ R} 

Isto 6, W 6 o conjunto dos vetores de R 5 , cuja primeira coordenada e nula. 

;■ Verifiquemos as conduces (?) e (ii). 

'■ 0 « =_(0. * 2 . *3, *4, *s). V = (0, >- 2> y 3 , y 4 , y 5 ) e w 

: Entao u + v = (0, x 2 + y 2 , x 3 + _y 3> x 4 + y 4 , a: s + _y s ) que ainda 

• pertence a W , pois tem a primeira coordenada nula. 

I ii) ku = (0, kx 2i kx 3 , kx A , £x s ) E W , pois a primeira coordenada e nula 
I para todo k E R. 

I Port an to, W e um subespa^o vetorial de R 5 . 

| Exemplo 3: V = M(n t n) e W e o subconjunto das matrixes triangula- 
| res super iores. W e subespa^o, pois a soma de matrizes triangulares superiores 
ainda e uma matriz triangular superior, assim como o produto de uma matriz 
ij; : triangular superior por um escalar. 

I 

| Exemplo 4: Uma situa^ao importante em que aparece um subespa^o e 
| obtida ao resolvermos um sistema linear homogeneo. Por exemplo 

l fix + 4y + z = 0 

(■; ' * + y + 2z = 0 

l. Lx + 3y - z = 0 

\- 

Observe que, se colocarmos este sistema na forma matricial, teremos 




£ Desta forma, estamos procurando, dentro do espa 90 vetorial M( 3, 1 ) 
l das matrizes-coluna de 3 linhas, aqueles vetores que satisfazem a rela$ao (*), 
isto 6, aqueles vetores-solu 9 ao do sistema. Queremos saber se o conjunto dos 
; vetores-soh^ao e um subespa 90 de M( 3, 1). Para isto, teremos que tomar 
dois vet ores- solu 9 ao. 





e 



*2 

y 2 , e verificar se sua soma 
*2 
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ainda e um vetor-solugao. Entao 




Isto e, a soma e Solugao. Alem disso, se multiplicarmos 
tante k , teremos 




por uma cons- 




Isto e, o produto de uma constante por uma solugao ainda 6 uma solugao. Por- 
tanto, o conjunto IV dos vetores-solugao de (*) e um subespago de M( 3, 1). 
(Considerando a identifica 9 ao M = (3, 1), como R 3 , W pode ser dado geometri- 
camente pela intersec 9 ao dos tres pianos no espa 90 descritos por cada uma das 
equates de (*)•) 

Exemplo 5 : 0 conjunto-solugao de um sistema linear homogeneo de n 
incdgnitas e um subespago vetorial deM(n, 1). Tente provar isto. 

Alguns exemplos em que W nao e subespago de V sao os seguintes. 

Exemplo 6: V = R 2 , onde W 6 uma reta deste piano que nao passa pela 
origem. 





Figura 4.3.3 



Espago Vetorial 109 



B mo e subespago de V , pois existem u e v em W, tal que u + v 4 . B / . Outra 
maneira de ver que W nao e subespa 9 o de V 6 notar que o vetor nulo nao 
pertence a W. (Veja a ob$erva 9 ao b em 4.3.1.) 

Este ultimo fato e usado freqiientemente para determinarmos que U C V 
nao e subespa 9 o de V, isto e, sempre que 0 4 U, podemos afirmar que U nao e 
subespago de V. Mas, cuidado: Nao vale a reciproca, pois podemos ter 0 £ U 
sem que U seja subespa 9 o, como mostra o exemplo seguinte. 

Exemplo 7: V - R 2 e W = {(x, x 2 ); x 6 R}. Se escolhermos u = (1 1) e 
v = (2, 4), temos b + v = (3, 5) g W. Assim, W nao e subespa 9 o vetorial de V 
pois, caso contrario, a condigao (i) deveria ser satisfeita para quaisquer u e v E 
€ B/, e isto nao ocorre neste exemplo. 




(0 7 0) e w 



Figura 4.3.4 

Exemplo 8: V = M(n, n) e W e o sub conjunto de to das as matrizes em 
que <0. Mostre que a condigao (i) e satisfeita, mas (ii) nao e; portanto, 

W nao e um subespago. 

Exemplo 9: Se um sistema linear nao for homogeneo, o que acontece 
com seu conjunto-solugao? Considere o exemplo: 

r 

2x + 4y + z = 1 
('•) 4 x + y + 2z = i 
x + 3y - 2=0 

Prove que a soma de dois vetores-solu 9 ao nem sempre e um vetor-solu 9 ao, e 
assim o conjunto-solugao nao e um subespago de M( 3, 1). (Veja o Exercicio 
17 da secgao 4.8.) 

Embora nos Exemplos 6 e 9, W nao seja subespago, ainda assim ele e um 
sub conjunto especial que recebe o nome de variedade linear . Estudaremos me- 
Ihor este tipo de subconjunto em 4.9. 0 Exemplo 7 nao e uma variedade linear. 
Agora veremos as principals propriedades dos subespago s. 

Biblioteca de ^ 
Ci6ncia & Tecnol! 
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4.3.3 Teorema: (Intersecijao de subespafos): Dados IV, e W 2 subespa?os 
de um espa^o vetorial V, a intersec^ao IV, n IV 2 ainda e um subespa^o de V. 
Prova: Observamos inicialmente que IV, n h' 2 nunca e vazio pois ambos os 
subespa90s contem o vetor nulo de V. E necessario verificar entao as condi^oes 
i) e «) para mostrar que IV, n IV 2 tambem e subespa^o vetorial de V. 

i) Dados x, y 6 IV, n IV 2 , x e y pertencem a IV,, e tambem a IV 2 . Entao, 
x + yGIV, e x + y S IV 2 , sendo IV, e IV 2 $ubespa90s de V. Portanto, 
x + y £ W x H W 2 • 

ii) Agora, voce deverd provar a segunda condi?ao como um exercicio. 

4.3.4 Exemplos 

Exemplo 1: V - R 3 

W x n W 2 e a reta de interse^ao dos pianos W x e W 2 . 




Figura 4.3.5 



Exemplo 2: V - M(n , n) 

W x - {matrizes triangulares supericres} 

W 2 = {matrizes triangulares inferiores} 

Entao Wi n W 2 = (matrizes diagonals}. 

Uma vez que a inter se^ao de do is subespa^os ainda e um subespa^o veto- 
rial, poderi'amos esperar o mesmo da reuni ao. Mas isto nao acontece, como po- 
demos ver no proximo exemplo. 

Exemplo 3: V = R 3 




Figura 4.3.6 
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IV, e W 2 sao retas que passam pela origem. Entao, IV, n W 2 - {0} e IV, U W 2 
e o “feixe” formado pelas duas retas, que nao e subespa90 vetorial de R 3 . De 
fato, se somarmos os dois vetores u e v, pertencentes a W l U W 2 , vemos que 
u + v esta no piano que contem IV j e W 2 mas u + v £ IV, U W 2 . 

Assim, IV, U W 2 nao e subespa^o de V. Entretanto, podemos construir 
um conjunto IV, que contem IV, e W 2 e e subespa9o de V. W serd formado 
por todos os vetores de V que forem a soma de vetores de IV, com vetores de 
W 2 . W = IV, + W 2 sera chamado “soma de IV, e IV 2 ”. Sera conveniente colocar- 
mos esta afirma9ao de forma mais precisa. 



4.3.5 Teorema: (Soma de subespa90s): Sejam IV, e W 2 subespa90s de um 
espa90 vetorial V. Entao, o conjunto 

E W X + W 2 = {v E V; v = w, + w 2 , w, E IV, e w 2 E W 2 } e subespa90 de V. 

Prova : (Veja o Exercicio 23 da sec 9 ao 4.8.) 

4.3.6 Exemplos 

| Exemplo 4: No exemplo anterior, IV = W x 4- JV 2 & o piano que contem 

I as duas retas. 



W 2 

Figura 4.37 

Exemplo 5 : Se W x C R 3 e um piano e W 2 e uma reta contida neste pia- 
no, ambos passando pela origem, W x + W 2 = 



w x + w 2 = w x 
w 2 





Figura 4.3.8 
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Quando ^0^= {0}, entao W x + W 2 6 chamado soma direta de W x 
com W 2 , denotado por W x 0 W 2 > Os Exemplos 4 e 6 sao exemplos de soma 
direta, e um contra-exemplo e dado no Exempio 5. Observe que tanto no Exem- 
plo 1, como no 2, temos que o espa 90 todo V=W X + W 2% mas a soma nao e 
direta. 



4.4 COMBINAQAO LINEAR 

Vamos comentar, agora, uma das caractensticas mais importantes de um espa^o 
vetorial, que e a obten^ao de novos vetores a partir de vetores dados. 

4.4.1 Definicao: Sejam V um espa 90 vetorial real (ou complexo), 

Vi, v 2 , v n G V e a x , ..., a n numeros reais (ou complexos). Entao, o vetor 

v = a x y x + a 2 y 2 + ... + a n \ n 

e um elemento de V ao que chamamos combinagdo linear de Vj, v rt . 

Uma vez fixados vetores v l9 \ n em V, o conjunto W de todos os ve- 
tores de V que sao combina 9 ao linear destes, e um subespa 90 vetorial (Mostre 
isto como exercicio.) W e chamado subespago gerado por v l9 \ n e usamos a 
nota9ao 

w = [v, , V„] 

Note que, formalmente, podemos escrever 

W = [vj , ..., v n ] = {v G V\ v = a x \ x + ... + a„ v„, fl,- e R, 1 < i < n] 

Uma outra caracteriza 9 ao de subespa 9 o gerado e a seguinte: W- 
e o menor subespa 90 de V que contem o conjunto de vetores (vj , v*}, no senti- 
do de que qualquer outro subespa 90 W’ de V que contenha {v l9 \ n } satis- 
fara W f D W. (Mostre tambem esta afirma 9 ao como exercicio.) 

4.4.2 Exemplos 

Exempio 1: V - R 3 , v G V, v 4= 0. 

Entao [v] = {av: a G R}, isto e, [v] e a reta que contem o vetor v. 
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Exempio 2: Se v ls v 2 G R 3 sao tais que a\ y =£ v 2 para todo a G R, entao 
[vi, v 2 ] sera o piano que passa pela origem e contem v, e v 2 . 



j Observe que se v 3 G Iv^ 



Figura 4.4.2 

v 2 ], pois todo vetor que 





pode ser escrito como combina 9 ao linear de Vj, v 2 , v 3 e uma combina 9 ao linear 
apenas de Vj e v 2 (pois v 3 e combina 9 ao linear de v t e v 2 ). 

Exempio 3: V = R 2 , v, - (I, 0), v 2 = (0, 1). Logo V = [v,, v 2 ] pois, d a- 
do v = (x, y) e V, temos (x. y ) = x(l , 0) + 7(0, 1), ou seja, v = xvj + yvj. 

Exempio 4: 




Entao [\ x , v 2 ] = 



a b : a, b £ R 

0 0 ’ 
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4.5 DEPENDENCE E INDEPENDENCE LINEAR 

Em Algebra Linear, e fundamental sabermos se urn vetor e uma combina^ao li- 
near de outros. No Exemplo 2 da se<;ao anterior, o espa^o gerado por Vi, v 2 , 
v 3 e o mesmo que o espaijo gerado por v, , v 2 . A razao disso e que v 3 e urn 
vetor “superfluo” para descrever o subespa^o, pois e uma combina^ao linear de 
Vj e v 2 . No caso geral, dados os vetores v 1( v 2 , v„, queremos saber se nao 

existeni vetores “superfluos”, isto e, se algum desses vetores nao e uma combi- 
na^ao linear dos outros. Para chegarmos a uma conclusao, precisamos cometjar 
definindo depen dencia e in depen dene ia linear. 

4.5.1 Oefiniqao: Sejam V um espaso vetorial e Vj, v„ £ V, Dizemos 
que o conjunto {\ u ..., v„} e linearmente independente (LI), ou que os vetores 
Vj, ..., v„ sao LI, se a equagao 

Vj + ... + a n v n = 0 

implica que a x = a 2 = ... = a n = 0. No caso em que exista algum ^ 0 dize- 
mos que (v lf v*} e linearmente dependente (LD), ou que os vetores 
V|, sao LD. 

Vetores linearmente dependentes podem ser caracterizados de uma outra 
maneira. 

4.5.2 Teorema: {v ly v„} e LD se, e somente se um destes vetores for 
uma combina^o linear dos outros. 



Prova : 

Sejam v t , v„ LD e 

tfjVi + ... + aj\j + = 0 

Segundo a defini^ao dada, um dos coeficientes deve ser diferente de zero. Su- 
ponhamos que a/ # 0. Entao 




Logo, vy e uma combinagao linear dos outros vetores. 

Por outro lado, se tivermos (vj, ..., vy, ..., v*} tal que para algum;, 

Vy - b l \ 1 + ... + fy_ivy_j + bj+iVj+i + — ' b n Vn 
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temos 

^iVj + ... - Ivy + ... + b n v n = 0 com bj = -1 e, 
portanto, {v 1? v„} e LD. 

Esta proposigao tambem e equivalente a: Um conjunto de vetores e LI 
se, e somente se nenhum deles for uma combina^ao linear dos outros. 

4.5.3 Exemplos 

Exemplo 1: V = R 3 . Sejam Vj, v 2 € V. 

( v i» v 2 } e LD se e somente se v { e v 2 estiverem na mesma reta, que passa pe- 
la origem. (vj = \v 2 ). Veja a Figura 4.5.1, 



Figura 4.5.1 

Exemplo 2: V = R 3 . Sejam Vj, v 2 , v 3 G V. 

{v^ v 2 , v 3 } e LD se estes tres vetores estiverem no mesmo piano, que passa 
pela origem. Veja a Figura 4.5.2. 




Exemplo 3: V - R 2 , = (1, 0) e e 2 = (0, 1). 

ej e e 2 sao LI, pois 

Q\Z\ + 02 e 2 - 0 

*i(l, 0) + a 2 ( 0, 1) = (0, 0) 

(a lf a 2 ) = (0, 0) 

a x = 0 e a 2 = 0 




Figura 4.5.2 
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Exemplo 4: De modo analogo, vemos que para V = R 3 , e, = (1, 0, 0), 
e 2 - (0, 1, 0) e e 3 = (0, 0, 1). Entao e lf e 2 e e 3 sao LI. 

Exemplo 5: V - R 2 

{( 1 > -1), (1> 0), (1, 1)} 6 LD, pois T (l, -1) - 1(1, 0) + y(l, 1) = (0, 0). 

4.6 BASE DE UM ESPAQO VETORIAL 

Agora, estamos interessados em encontrar, dentro de um espa$o vetorial F, 
um conjunto finito de vetores, tais que qualquer outro vetor de F seja uma 
combina^ao linear deles. Em outras palavras, queremos determinar um conjun- 
to de vetores que gere V e tal que todos os elementos sejam realmente ne- 
cessarios para gerar V. Se pudermos encontrar tais vetores, teremos os alicerces 
de nosso espa90, com estes vetores fazendo o mesmo papel que i, j, k na Geo- 
met ri a Analitica no espa90. Denominaremos um conjunto de vetores desse tipo 
de base. 

4.6.1 Definipao: Um conjunto (v l5 v„} de vetores de V sera uma ba- 
se de Fse: 

0 {Vi, V„} e LI 

«) (V), v„] = V 

4.6.2 Exemplos 

Exemplo 1: V - R 2 , ej = (1, 0) e e 2 = (0, 1) 

\c l , e 2 } e base de F, conhecida como base canonica de R 2 . (Veja o Exemplo 
3 da sepao 4.4.2 e o Exemplo 3 da sepao 4.5.3.) 

O conjunto {(1, 1), (0, 1)} tambem e uma base de V = R 2 . De fato: 

Se (0, 0) =- a( 1, 1) + b( 0, 1) = (a, a + b ), entao a = b = 0. Isto e, {(1, 1), 

(0, 1)} e LI. 

Ainda 1(1, 1), (0, 1)] - V pois dado v = (x, y) E V, temos 
(x, y) = x(U 1) + C y ~ x)(0, 1) 

ou seja, todo vetor de R 2 e uma combinapao linear dos vetores (1, 1) e (0, 1). 
Veja a Figura 4.6.1. 




Figura 4.6.1 
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Exemplo 2 : 

{(0, 1), (0, 2)} nao e base de R 2 , pois e um conjunto LD. 

Se (0, 0) = a(0, 1) + i>(0, 2), temos a = -2b e a e b nao sao necessariamente 
zero. Veja a Figura 4.6.2. 



(0, 2) 
( 0 , 1 ) 



Figura 4.6.2 



Exemplo 3\ V = R 3 

{(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)} e uma base de R 3 . Esta e a base canonica de 
R 3 . Podemos mostrar que 

0 { e i> e 2, e s} e LI e 
ii) {x, y, z) = xe, + >e 2 + ze 3 



I i 

r: 

r 

i. 



Exemplo 4: 

{(1, 0, 0), (0, 1, 0)} nao e base de R 3 . E LI, mas nao gera todo R 3 , isto e, 

t(l. 0, 0), (0, 1, 0)] *R 3 



Exemplo 5: V = M( 2, 2) 



1 0 




0 1 




0 0 




0 0 


0 0 


i 


0 0 


J 


1 0 


* 


0 1 



e uma base de F. 




(Veja o Exercicio 9 da secpao 4.8.) 

Existem espa90s que nao tern base finita. Isto acontece principalmente 
quando trabalhamos com espa90S de funpoes. Nestes casos, precisaremos de um 
conjunto infinito de vetores para gerar o espa90. Isto nao quer dizer que esta- 
mos trabalhando com combinapoes lineares infinitas, mas sim, que cada vetor 
do espa90 e uma combinapao linear finita daquela base infinita”. Ou seja, pa- 
ra cada vetor, podemos escoiher uma quantidade 1 inita de vetores da “base” 
para, com eles, escrever o vetor dado (veja o Exercicio 16 da secpao 4.8,). Nes- 
te texto, consideraremos sempre espa90S vetoriais que tenham uma base finita. 

Para obter propriedades acerca das bases de um espa90, consideremos as 
proposipoes seguintes. 
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4.6.3 Teorema: Sejam v,, v 2 , ..., v„ vetores nao nulos que geram um es- 
paijo vetorial V. Entao, dentre estes vetores podemos extrair uma base de V. 

Prova : Se v 2 , .... v„ sao linearmente independentes, entao eles cumprem as 
condi?oes para uma base, e nao temos mais nada a fazer. Se v,, v 2 , ..., v„ sao 
linearmente dependentes, entao existe uma combina^ao linear deles, com algum 
coeficiente nao zero, dando o vetor nulo 

x,v, + x 2 v 2 + ... + x„v„ = 0 



Seja, por exemplo, x n # 0. Entao podemos escrever 



-x, . ~ X 2 

L V] + — - v 2 

x„ x„ 



ou seja, v„ e uma combina^ao linear de Vj, ..., v„_, e, portanto, v 1( v 2 , ..., v„_, 

ainda geram V. Se v, v n _, for LD, entao existe uma combina?ao linear de.- 

les dando o vetor nulo e com algum coeficiente diferente de zero; portanto, 
poderemos extrair aquele vetor que corresponde a este coeficiente. Seguindo 
desta forma, ap6s uma quantidade finita de estagios, chegaremos a um subcon- 
junto de {v 1( ..., v„}, formado por r(r < n) vetores LI v,-,, v 12 , ..., v,>, que 
ainda geram V, ou seja, formaremos uma base. 



4.6.4 Teorema: Seja um espa?o vetorial V gerado por um conjunto finito 
de vetores v,, v 2 , ..., v„. Entao, qualquer conjunto com mais de n vetores 6 
necessariamente LD (e, portanto, qualquer conjunto LI tern no mdximo n veto- 
res). 

Prova-. Como lv,, ..., v„] = V, pela proposi?ao anterior, podemos extrair uma 
base para V de v„ ..., v„. Seja v,, ..., v r , r « n, esta base (para nao complicar 
a nota^ao). Consideremos agora w 1( w 2 , ..., w m , m vetores de V, com m > n. 
Existem, entao, constantes a,y, tais que 

w, = UnVj + tf 12 V 2 + ... + Oir v r 
w 2 = a 21 Vi + <r 22 v 2 + ... + a 2 r v r 
0) ; 

w m = a mi v i + - + <W v r 



I 



Consideremos agora uma combina^ao linear de w lt ..., w OT , dando zero. 
(2) 0 = x,Wi + x 2 w 2 + ... + *m w m 
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Substituindo as redoes (1) era (2) e coletando os termos, obtemos 

0 = (a i ) x , + a 21 x 2 + ... + a ml x m )v, + 

+ (a 12 x, + a 22 x 2 + ... + a m2 x m )v 2 + ... 

+ (« lr x, + a 2r x 2 + ... + a mr x m )v r . 

Como Vi, v 2 , ..., \ r sao LI, entao 

1 1 * i + a 2i x 2 + ... + a mi x m = 0 

- 

a\ r x 1 + a 2r x 2 + ... + a mr x r =. 0 

Temos entao um sistema linear homogeneo com r equates e m incognitas 

X\ y x m e, como r < n < m , ele admite uma solu^ao nao trivial, ou seja, 

existe uma solu^ao com algum Xj nao nulo. Portanto w u v/ m sao LD. 

4.6.5 Corolario: Qualquer base de um espa^o vetorial tem sempre o mes- 
mo numero de elementos. Este numero e chamado dimensao de F, e denotado 
dim V. 

Prova: Sejam {v u v„} e {w l9 w„J duas base de V. Como v l9 ..., v„ 
geram F e w h w m sao LI, pela proposi^ao anterior, m < n. 

Por outro lado, como w lf vi m geram V e v ls \ n sao LI, ainda pe- 
lo teorema anterior, n < m. Portanto, n = m. 

4.6.6 Exemplos 

Exemplo 1: V - R 2 

{(1, 0), (0, 1)} e {(1, 1), (0, 1)} sao bases de V. Entao dim V - 2. 

Exemplo 2: dim R 3 = 3. 

Exemplo 3: V - M( 2, 2). 

Como vimos no Exemplo 5 da segao 4.6.2, uma base tem 4 elementos. Entao 
dim V = 4. 

Quando um espago vetorial V admite uma base finita, dizemos que V e 
um espa 90 vetorial de dimensao finita. 

4.6.7 Teorema: Qualquer conjunto de vetores LI de um espaijo vetorial V 
de dimensao finita pode ser completado de modo a formar uma base de V 

Prova: Seja dim V = n e v l3 v r vetores LI. (Observe que, pelo teorema 
4.6.4, r < «.) Se [vj, v r ] = V> entao {v l5 \ r } forma uma base, e nao 
temos mais nada a fazer (neste caso, n - r). 

Biblioteca de 
Ci^ncia & Tecnc 

I ICDf 
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Se existe v r+1 € F tal que v r+1 6 lv t , .... v r ], isto e, v r+1 nao e uma 
combinapao linear de v ly ..., v r , entao {v t , v 2 , ..., v r , v r+1 ) e LI (prove isto!). 
Se [v^ v 2 , v n v r+1 ] = F , entao {v, , v r+1 } e a base procurada. Caso con- 

trario, existe v r+2 4 l v ii v r+ J entao, {vj, ..., v r+1 , v r+2 } e LI (prove 
isto!). Se [v 1? ..., \ r+]y v r+2 ] nossa prova esta concluida. Se nao, prosseguimos 
usando o mesmo argumento. Como nao podemos ter mais do que n vetores LI 
em F (veja o teorema 4.6.4), apos um numero finito de passos teremos obti- 
do uma base de F que contem os vetores dados. 

Um corolario muito aplicado desta proposipao e 

4.6.8 Corolario: Se dim V - n, qualquer conjunto de n vetores LI forma- 
ra uma base de F. 

Prova: Se nao formasse uma base, poderiamos completar o conjunto ate forma- 
da e dessa forma tenamos uma base com mais do que n vetores em F, o que 
e absurdo (veja 4.6.5). 

Por exemplo, se voce souber que a dim V - 2, e encontrar um conjunto 
de dois vetores LI, voce pode afirmar que ele e uma base e portanto gera F. 

Uma proposipao que relaciona as dimensoes de subespapos de um espapo 
vetorial e dada a seguir. 

4 . 6.9 Teorema: Se U e W sao subespapos de um espapo vetorial V que 
tern dimensao fmita, entao dim U ^ dim F e dim W ^ dim V. Alem disso, 

dim (U + W) = dim U + dim W - dim((/ n W) 

A demonstrapao desta proposipao e feita tomando-se bases para U e W, juntan- 
do-as, obtendo um conjunto de vetores que gera U + W e depois estudando 
quantos sao necessarios extrair para se obter uma base para U + W. Deixamos 
voce fazer esta prova, recomendando que resolva primeiro os problemas 27 e 
28 da secpao 4.8. £ um bom exercfdo ! 

0 resultado a seguir nos permitira falar em coordenadas de um vetor. 

4 . 6.10 Teorema: Dada uma base (3 = {v ly v 2 , ..., v„) de F, cada vetor de 

V e escrito de maneira unica como combinapao linear de Vj, v 2 , v„. 

Prova: De fato v E F, v = a } \x + ... + u n \ n pois [v ly v„] = F, e co- 
mo, {vj, v„} e LI, os a x , .... a n sao univocamente determinados.(Verifique!) 
Estamos supondo aqui que foi fixada uma ordem para os elementos da base. 
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4.6.11 Definipao: Sejam 0 = {\ u v„} base de F e v € F onde 

v = a,vi + ... + a n \ n . Chamamos estes numeros a lt ..., a n de coordenadas de v 
em relapao a base 0 e deno tamos por 

Ivfc = : 

On 

Exemplo: V = R 2 

0 = {(1,0), (0, 1)} 

(4, 3) = 4(1, 0) + 3(0, 1). 



Portanto [(4, 3)]p = ^ 3 J 

Se 0' = {(1, 1), (0, 1)}, entao (4, 3) = *(1, 1) + y(0, 1), resultando r = 4e 

y = -i. 



Entao (4, 3) = 4(1, 1) - 1(0, 1), donde [(4, 3)]^ 




Observagdo: E importante notar que a ordem dos elementos de uma base tam- 
bem influi na matrix das coordenadas de um vetor em relapao a esta base. Por 
exemplo, se tivermos: 

(3, = {(1, 0), (0, 1)} e = {(0, 1), (1, 0)}, 



entao 




Em virtude disto, doravante, ao considerarmos uma base 0 = {v, , v 2> ..., v„}, 
estaremos sempre subentendendo que a base seja ordenada, isto e, que os veto- 
res estao ordenados na ordem em que aparecem. Outras situapoes onde a ordem 
dos vetores e de suma import ancia sao apresentados em 4.7 e nos Capitulos 
5e 10. 



4.6.12 Exemplo 

Considere: 

F = {(x, y, z) ; x + y - z = 0} 
w = {(x, y,z) ;x = y}. 
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Deteimine V + W. 

Observe que 

v = [(1,0, 0,(0, i, l)] 

W = [( 1 , 1 , 0 ) , ( 0 , 0 , 1 )] 

Entao x 

V+W= [(1, 0, 1) , (0, 1, 1) , (1, 1, 0) , (0, 0, 1)] 

(Veja 4.6.9.) 

Como, dado (x,y, z ) e R 3 podemos escrever 

(x,y,z) = a(l, 0, 1) + 0(0, 1, 1) + 7(1, 1, 0) + 5(0, 0, 1) 

Com 



a = x 


Observe que a solu9ao deste 


p=y 


sistema nao 6 tinica uma 


7 = 0 


vez que 4 veto res no R 3 e 


6 = z -x -y 


necessariamente LD. 



Portanto K + W = R 3 . 

Usando 4.6.9, 

dim R 3 = dim V + dim W - dim (V n W) 
temos que dim (V n W) = 1 
Vamos determinar V n W. 

VnW = {(x,y, z) ;x + y - z = 0 e x = y } 
= {(*.;'» z) -,x = y = zj 2} 

= [( 1 . 1 , 1 / 2)1 

(Confira com o Exercicio 25.) 




Para concluir esta sec^ao gostanamos de recomendar mais fortemente 
alguns exercicios. Os e$pa9os vetoriais mais usados na pratica sao os R n e seus 
subespa^os e, por isso, e bom saber obter suas bases de modo rapido: Um pro- 
cesso para tal fim e delineado nos Exercicios 17 e 18 da sec^ao 4.8. 

Volte ao Exemplo 4 da se9ao 4.3.2. Se quisermos explicitar o espa90-so- 
lu9ao, teremos que resolver o sistema. Fazendo isto, verificamos que o espa90- 
-solu9ao e o espa90 gerado por 
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e, portanto, e um subespa9o de dimensao 1. Observe ainda que o grau de li- 
berdade do sistema e 1. Fa9a o Exercicio 216 e c da sec9ao 4.8. 



4.7 MUDANQA DE BASE 

Voce ja deve ter visto uma situa9ao em que a resolu9ao de um problema de 
Fisica (de cinematica ou estatica, por exemplo) torna*se muito mais simples se 
for escolhido um referencial conveniente para descrever o movimento. Por exem- 
plo, num problema em que um corpo se move no piano xy 9 cuja trajetoria e uma 
elipse de equa9ao x 2 + xy + y 2 - 3 = 0 (veja a Figura 4.7.1), a descr^ao do 
movimento torna-se muito simplificada se ao inves de trabalharmos com <^s 
eixos x e y (isto e, o referencial determinado pela base formada por i e j ), 
utilizamos um referencial que se apdia nos eixos principais da elipse. 




Figura 4.7.1 

Neste novo referencial, a equa9ao da trajet6ria serd mais simples: 

3x l + 2y\ = 6 

(Depois voce vera, no Capitulo 1 1 , como foi encontrada esta equa?ao.) 

Numa situafao desse tipo, temos duas questoes a resolver: 

1) Como escolher o novo referencial? 

2) Uma vez escolhido, qual a relafao entre as coordenadas de um ponto 
no antigo referencial e suas coordenadas no novo? 
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A primeira questao e mais delicada e sera estudada no Capitulo 11. Agora, 
veremos como solucionar a segunda. Passando a um contexto mais amplo, esta- 
mos interessados na seguinte situa^o. 

4.7.1 Sejam 0 = {u, ( ..., u„} e 0' = {w,, .... w„} duas bases ordenadas 
de um mesmo espa 90 vetorial V. Dado um vetor v £ V, podemos escreve-lo 
como: 



e (§) 



V = *jU, + ... + X„u„ 



vo ' V = _y ! w, + ... + y„ W„ 

Como podemos relacionar as coordenadas de v em rela^ao a base 0, 



[v\j = 



coordenadas do mesmo vetor v em rela^ao a base 0 , 



[v]0- - 



Ji que {u,, ..., u„} e base de V, podemos escrever os vetores w, como combi- 
na$ao linear dos u /, isto e, 

"wj = a n Ui + ^ 2 i u 2 + ■■■ + a m u n 
w 2 = 6?12 Uj + ^ 22^2 + **• + a n 2 u n 

CSS) i : : ; ; 

W„ - fl m U 1 + a 2rt U 2 + ... + <*nn u n 

Substituindo em (§) temos: 

V = 7jWi + ... + 

= Ji( a n u i + ■■■ + a m u n ) + — + >’n( fl ln u i + ••• + a nn u n) 

- (flnJi + ... + &inyn) u l + - + ( a ni>'l + - + a nn>'n) u n 

Mas v = XiUi + ... + e como as coordenadas em rela^ao a uma base sao 

unicas, temos: 

x } = a n y x + a l2 y 2 + ... + n yn 

*n = a n\y\ + a myi + + a nnyn 
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Em forma niatricial 




Isto e, denotando 



a \2 


a \ n 


a 22 . 


a 2 n 


a M 


- <*nn 



[v]p = Ulp i v ]/3' 

A matriz [1^ e chamada matriz de mudanga da base $' para a base 0. 

Compare 1 4 com {§§) e observe que esta matriz e obtida, colocando as 
coordenadas em rela^ao a 0 de w, na i-esima coluna. Note que uma vez obtida 
[ify podemos encontrar as coordenadas de qualquer vetor v em relaijao a base 0 , 

multiplicando a matriz pelas coordenadas de v na base 0' (supostamente conhe- 
cidas). 

0 exemplo a seguir esclarece melhor o papel da matriz de mudan^a de 

base. 

Exemplo : Sejam |3 = {(2, -1), (3, 4)} e 0 = {(1, 0), (0, 1)} bases 
de R 2 . Procuremos, inicialmente, [I . 

Wi = (1 , 0) = a\i(2 y 1) + 4) 

donde (1,0) = (2 a u + 3a 2 i ,-^n + 4a 2 i)- 

4 _ J_ 

Isto implica que a {l - — e a 2 \ - ^ \ * 

w 2 ~ (0, 1) = a n (2* - 1) + a 22 (3, 4) 



Resolvendo, a n - -jj- e ^22 - J]“ 
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Portanto, 



_4_ 

11 11 

2. 

11 11 



Podemos usar esta matriz paia encontrar, por exemplo, [v]^ para v = (5, -8). 
[(5, -8)fc = [(5, -8)]0' 



4_ ^3_ 

11 11 5 

J_ 2_ -8 

11 11 



“ A 



Isto e, 



(5, -8) = 4(2, -1) - 1(3, 4) 



E claro que se o nosso problems fosse s6 encontrar as coordenadas de (5, -8), 
em relasao a base 0, podenamos simplesmente resolver o sistema 

(5, -8) = a{ 2, -1) + b(3, 4). 

O cdlculo feito atraves da matriz de mudan^a de base e operacionaimente van* 
tajoso quando trabalharmos com mais vetores, pois neste caso nao teremos que 
resolver um sistema de equates para cada vetor. 

4.7.2 A Inversa da Matriz de Mudan^a de Base: Se em 4.7.1 come^armos 
escrevendo os u, em fun^ao dos w ;> chegaremos k relagao: 

Mp' = [v ](3 

Um fato importante e que as matrizes [/]»» e [if^ sao inversiveis e 

([/f ) _1 = 

Veja o Exercfcio 34 da sec$ao 4.8. 

4.7.3 Exemplos 

Exemplo 1: No exemplo anterior podemos obter |/]jj a partir de [Z]^. 



Espa^o Vetorial 127 



Note que [/jj^ e f<jcil de ser calculada, pois fl 1 e a base canonica. 

( 2 , - 1 ) = 2 ( 1 , 0 ) - 1 ( 0 , 1 ) 

(3, 4) = 3(1, 0) + 4(0, 1) 



Entao [IK 



2 3 - 1 

-1 4 



4- 



A z l 

li li 

A — 
n n 



2 3 

-1 4 



Exemplo 2 : Consideremos em R 2 a base 0 = {e u e 2 } e a base 
0' = {f n f 2 }, obtida da base canonica 0 pela rota^ao de um angulo 0. Dado 
um vetor v G R 2 de coordenadas 



em rela^ao a base 0, quais sao as coordenadas 



^■-|X 



em rela^ao a base 0 ? Temos entao 




Figura 47.2 



e que re mo s calcular 



V ^ Xi^i + x 2 e 2 

= y if i + yih 



1«V - vlf ivi^ 



ou seja, temos que acltar a matriz I/]*-. Para isto, devemos escrever e, e e, em 
fun 9 ao de f, e f 2 . Veja as Figuras 4.7.3 e 4.7.4. eibfioteca de C\ 

CiSncia & Tecnologia 

i itrn^i 
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ou seja, yi = Xi cos 0 + x 2 sen 0 
y 2 = -x j sen 8 + x 2 cos 0 

Como subexemplo, quando 8 = y, para v = (-2, 3), isto e 
v - -2e! + 3e 2 , temos [v]^ = 



(-2, 3) 




I e, 

Figure 4.7.5 




e queremos determinar as coordenadas de v na base 0' - {f 1? f 2 }. 
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Como vimos, [vl 



onde y\ = x { cos 6 + x 2 sen 6 = -2 cos — + 3 sen y 
y 2 = -Xi sen 6 + x 2 cos 6 - 2 sen y + 3 cos y 



-2 + 3>/ir 



= 3 * 2^3 



ou seja, 



4.8 EXERCI'CIOS 

1. a) Seja F o espa^o vetorial R", definido no Exeir.plo 2 de 4.2.2. Qual e o 

vetor nulo de V e o que e x ly ..., x n )1 b) Seja W = M(2, 2) (veja 
4.2.2 Exemplo 3 /)) descreva o vetor nulo e vetor oposto. 

2. Mostre que os seguintes subconjuntos de R 4 sao subespa 50 s 

a) W = {(*, y, z, t) e R 4 ix +7 = 0ez-/ = °} 

b) U = {{x, y, z, t) E R 4 i 2* + >- - t = 0 e z = 0} 

3. Responda se os subconjuntos abaixo sao subespa 90 s de M (2, 2). Em caso 
afirmativo exiba geradores 

a) V = com a, b, c, d £ R e b = c 

b) w ^ com a, b, c, d € R e 6 = c + 1 j* 

4. Considere dois vetores (a, b ) e ( c , d) no piano. Se ad - be — 0, mostre que 
eles sao LD. Se ad - be * 0, mostre que eles sao LI. 

5. Verifique se os conjuntos abaixo sao espaijo vetoriais reais, com as opera- 
^oes usuais. No caso afirmativo, exiba uma base e de a dimensao. 

a) Matrizes diagonais n X it 

b) Matrizes escalares n X n 
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<>{£ ‘ J *]=••* 6 R } 

d) V = {(a, a, .... a) € R": a E R} 

e) {(1, a, b)\ a, b E R} 

f) A reta {(x, x + 3): x £ R} 

g) {(a, 2a, 3a): a £ R} 

6. Considere o subespafO de R 4 

S = [(1, 1, -2, 4), (1, 1,-1, 2), (1,4, -4, 8)| 

2 

a) 0 vetor , 1, -1, 2) pertence a 57 

b ) 0 vetor (0, 0, 1, 1) pertence a 5? 

7. Seja W o subespa^o de M{ 2, 2) definido por 

“'■{[ 2 ”o 7-?}“ 6R } 




9. Mostre que 




e base de M{ 2, 2). 

10. Escreva uma base para o espa90 vetorial das matrizes n X n. Qual a dimen- 
sao deste espa90? 

11. Quais sao as coordenadas de x = (1, 0, 0) em rela9ao a base 0 - {(1, 1, 1), 

(- 1 , 1 , 0 ), ( 1 , 0 ,- 1 )}? 
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12. Qual seria uma base “natural” para P n ? (Veja o Exemplo 4 de 4.2.2). De a di- 
mensao deste espa90 vetorial. 

13. Mostre que os polinomios 1 - t 3 , (1 - /) 2 , 1 - t e 1 geram o espa90 dps 
polinomios de grau < 3. 

14. Considere [-a, a] uni intervalo simetrico e C l (-a, (7] o conjunto das fun9oes 
reals definidas no intervalo [- a , a] que possuem derivadas continuas no 
intervalo. Sejam ainda os subconjuntos V x = (A*) £ C 1 [- a , a] \f(~x)=f(x) i 

Vx e u £|]} e k 2 = l/wec 1 [-u] IA-*) = -A*), v*e[-a,a]}. 

a) Mostre que C l [-a, a] e um espa90 vetorial real. 

b) Mostre que V x e V 2 sao subespa90s de C 1 [-0, a]. 

c) Mostre que V\®V% - C 1 [-a, a]. 

15. Seja V 0 espa9o das matrizes 2X2 sobre R, e seja W o subespa9o gerado 
por 




Encontre uma base, e a dimensao de W. 



16. Seja P 0 conjunto de todos os polinomios (de qualquer grau) com coeficien- 

tes reais. Existe uma base finita para este espa90? Encontre uma base para 
P e justifique entao por que P e conhecido como um espa90 de dimensao 
infmita. 

17. a) Dada uma matriz A de ordem m X n, voce pode considerar as m linhas 

como vetores do R” e o subespa90 V, de R", gerado por estes m vetores. 
Da mesma forma para a matriz B, linha reduzida a forma escada de A, 
podemos considerar o subespa90 W gerado pelos m vetores, dados por 
suas linhas. Observando que cada linha de B e obtida por combina9ao 
linear das linhas de A e vice-versa (basta reverter as operagoes com as linhas), 
justifique que V = W. 

b) Mostre, ainda, que os vetores dados pelas linhas nao nulas de uma matriz - 
-linha reduzida a forma escada sao LI. 

18. Considere o $ubespa9o de R 4 gerado pelos vetores = (1, -1, 0, 0), 
v 2 = (0, 0, 1, 1), v 3 = (-2, 2, 1, 1) e v 4 = (1, 0, 0, 0). 

a) O vetor (2, -3, 2, 2) e [vi, >3, Justifique. 

b) Exiba uma base para [vj, i'2i v 3> V 4L Qual 6 a dimensao? 

c) [vj, v 2 , ^3, ^4] = R 4 ?P° r 
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19. Considere o subespago de R 3 geiado pelos vetores Vj = (1, 1,0), 
v 2 = (0, -1, 1) e v 3 = (1, 1, 1). [v,, v 2 , v 3 ] = R 3 ? Por que? 

20. Use o exercicio 1 7 para exibir uma base para o subespago S, definido no 
Exerci'cio 6. Qual e a dimensao de SI 

21. Considere o sistema linear 

r ~2x l + Ax 7 - 6x 3 = a 
(§) - - *2 + Ax 3 = b 

6x 2 - 14x 3 = c 

Seja W = {(jtj, x 2> a: 3 ) E R 3 : ( x lf x 2t x 3 ) e solugao de (§)}. Isto 6, W e o 
conjunto-solugao do sistema. 

a) Que condigoes devemos impor a a, b e c para que W seja subespago ve- 
torial de R 3 ? 

b ) Nas condigoes determinadas em a) encontre uma base para W. 

c) Que relagao existe entre a dimensao de W e o grau de liberdade do siste- 
ma? Seria este resultado v£lido para quaisquer sistemas homogeneos? 

22. Seja U o subespago de R 3 , gerado por (1, 0, 0) e W o subespago de R 3 , ge- 
rado por (1, 1, 0) e (0, 1, 1). Mostre que R 3 = U®W. 

23 Demonstre o teorema 4.3.5, isto e, mostre que, dados u = Wj + w 2 E 

E + W 2 e v = wi + w 2 E W x + W 2 (onde w 1? wi E W x e w 2 , w 2 E R^), 

entao u + v E W x + W 2 e ku E W t + W 2 para todo k E R. 

24. Mostre que, se V - W x ®W 2 e a ={v ls v^} e a base de W l9 

0 = {w,, w r } e a base de W 2 entao y - {vj, v*, w h w f ) e 

base de V. 

Mostre com um exemplo que o resultado nao continua verdadeiro se a soma 
de subespagos nao for uma soma direta. 

25. Sejam W x = {(x, y, z, t) |E R 4 | jc + y = 0 e z - t = 0} e 

W 2 = {(a, y, z, t) E R 4 | x - y - z + t = 0} 

subespagos de R 4 . 

a) Determine W x 0 W 2 . 

b ) Exiba uma base para W x n W 2 . 

c) Determine W x + W 2 . 

d) W x + W 2 e soma direta? Justifique. 

e) W x + W 2 = R 4 ? 
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e W 2 =j^ ^ tais que a - c e b = d | 

subespagos de M (2, 2) 

a) Determine W x n W 2 e exiba uma base. 

b) Determine + W 2 . E soma direta? W x + W 2 - Af(2, 2)? 

27. a) Dado o subespago V x = {(x, y, z) E R 3 | x + 2y + z = 0} ache um 

subespago V 2 tal que R 3 = V x © K 2 . 
b) De exemplos de dois subespagos de dimensao dois de R 3 tais que 
V x + V 2 = R 3 . A soma e direta? 

28. Ilustre com um exemplo a proposigao: “Se U e W sao subespagos de um 
espago vetorial V que tern dimensao finita, entao: 

dim(t/ + W) = dim U + dim W - dim((/ n W ). ” 

29. Sejam 0 = {(1, 0), (0, 1)}, fl, = {(-1, 1), (1, 1)}, 0 2 = {(v^3, 1), (V^ -I)) 
e P 3 - {(2, 0), (0, 2)} bases ordenadas de R 2 . 



a) Ache as matrizes de mudaga de base: 



0 1 



« l 'i 



id) [it 



iv) V& 



b) Quais sao as coordenadas do vetor v = (3, -2) em relagao a base: 

0 0 ii ) 0, SO 02 iv ) Pi 

c) As coordenadas de um vetor v em relagao a base sao dadas por 



Quais sao as coordenadas de v em relagao a base: 



30. Se , 110 

[/f =0-1 1 

a 

10-1 



a) [v] a onde [v] a - = 



b) [v] a - onde [v^ = 2 

3 
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31. Se 0' 6 obtida de 0, a base canonica de R 2 , pela rota^ao por um angulo 
- j, ache 

«) v$ »> wg- 

31. Sejam ft - ((1, 0), (0, 2)}, 0, = {(-1, 0), (1, 1)} e 0, - {(-1. -1). (0, -0} 
tres bases ordenadas de R 2 . 

a) Ache 

0 [tffi *0 v§l [I ti iv) [1 §* ’ l/1 & 

b) Se for possi'vel, de uma rela?ao entre estas matrizes de mudan^a de base. 
33. Seja V o espa 90 vetorial de matrizes 2X2 triangulares superiores. Sejam 




duas bases de V. Ache [Z]^ 1 



34. Volte a 4.7.2 e mostre efetivamente que ([/]^ ) 1 = 



35. Se a i base de um espaijo vetorial, qual 6 a matriz de mudanga de base 
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4.9 RESPOSTAS 
4.9.1 Respostas de 4.8 



1. 0 = (0, 0, ..., 0) e .... x n ) = ..., -x„) 

2. a) Fafamos os testes, lembrando-nos que o que define W sao as cond^oes 

dentro dos parenteses 

0 Sejam v i = (^i.Ti. z l. h) <= W e p 2 = (x 2 ,y 2 , z 2 , t 2 ) E W. 

Entao Vj + v 2 esta ainda em Wl Vejamos: 

v, + v 2 = (*, + x 2 ,y x + y 2 , zi + z 2 , t x + t 2 ). 

Testemos se este novo vetor satisfaz as con didoes que definem W: 

(*i + * 2 ) + 0, + yi) = (*i + yt) + (x 2 + y 2 ) = 0 + 0 = 0 
(zi + z 2 )-(fi + h) = (z, - fi) + (z 2 - t 2 ) = 0 + 0 = 0 

pois v, e v 2 estao em W e satisfazem as condifoes implicando que 
Vj + v 2 tambem o fa 9 a. Portanto Vj + v 2 E W. 
ii) Seja v = (jc, y, z, t) E W e A E R. Entao X • v = (A*, Xy, X z, Xi). 
Testemos as concludes: 

\x + Xj' = X(j:+>') = X'0 = 0 
Xz - Xt = X(z - t ) = X • 0 - 0 

Assim Xv E W. Portanto W e subespa 90 . 
b) O mecanismo 6 analogo. 



3. a) Fa 9 amos os testes para V. 

Sejam e \ ai ^ 2 vetores em V e X E R. Entao 

[c, rfi J [c 2 d 2 _ 

a i b t + la 2 Z> 2 1 _ a x + a 2 b x + b 2 ' I 

c, d x [c 2 d 2 J ci + c 2 di + d 2 ^ 

vale que b x + b 2 = c t + c 2 pois b x = Cj e b 2 = c 2 

x [“i £]-[£; £:]•- ^ b ‘- c < ■ 

Portanto W 6 subespa 9 o de M (2, 2). 

b ) Fa^amos os testes para W. Supondo os vetores acima em W ao fazermos 
a soma teremos que testar se ii + &2 = Ci + C 2 + l, que e a propriedade 
que caracteriza W. Porem b x = c 1 + 1 e b 2 = c 2 + 1 e, portanto, 
b x + b 2 = C\ + 1 + c 2 + 1 = c t + c 2 + 2. Assim W nao e subespa 90 . 
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Poderiamos ter a resposta mais rapidamente se observassemos q ue q J 

nao esta em W pois nao satisfaz a propriedade que o caractenza. 

Vamos exibir geradores apenas para V ja que nao existe este conceito em 
(V(nao e subespa5o). Observe que a forma mais geral de um vetor d 



a b d que pode ser escrita como ^ = a 0 o] + b [l o] 6 

d [° J], Al*n to ,, • [‘ ®] , v, - [® J] e v, -[” ?] «*• 

em V. Portanto, todo vetor de V d combinafao linear de v 2 , v 2 e v 3 , ou 
seja, v,, v 2 , v 3 sao os geradores procurados V = [v lt v 2 , v 3 J. 



k on r®--. 



5. a) Simi'l V 0 V , 

0 "'0_ 



k^ 0 

b) Sim; * N k^ 

0 M 



fr, ii To il 
c ) Sin M|_i o} Lo 1J 



<k° 

X ; " 

o N 



d ) Sim; {(1, 1)}; 1 

e ) Nao. 



7. a) Pertence 



„ a b _ \ 

9 ’ c d 0 



f) Nao. 

g) Sim . {(1, 2, 3)}; 1. 
b ) Nao pertence 



o] + 6 [o SHS °i_ 



e os vetores sao LI. 



ll. Uln = 
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13 . Seja at 3 + bt 2 + ct + d = a(l - r 3 ) + 0(1 - t ) 2 + 7(1 - t) + 6 
Entao -a = a, 0 = b, -20 - 7 = c, a+fS + y + &- d 
Portanto a = -a, 0 = b, 7 = -2b - c, 5 = a + b + c + d. 

14. c) Note que toda fumjao J{x) E C 1 (-a, a\ pode ser escrita como 

f{x) = F x (x) + F 2 (x) com F,(x) = ^ ^ e F 2 (x) = ^ X) . 

Alem disso F x (-v) = F x (x ) e F 2 (-x) = - F 2 (x) e portanto F x (*) E V , e 
F 2 (x) E V 2 . Assim l\ + V 2 = C 1 [-a, a). Ainda que V t O V 2 

devemos ter ao mesmo tempo g(-x) = ^(x) = -^(a) donde #(jc) - 0 para 
todo x. Portanto V x O V 2 = { 0 } e C 1 [-a, a] = V X (+)V 2 . 

16. Nao; {(1, t, t\ .... t n , ...} 

18. a) Temos que saber se existem x, y, z e t E R tais que (2, -3, 2, 2) = 

= *(1,-1, 0, 0) + y(0, 0, 1, 1) + z(-2, 2, 1, 1) + r(l, 0, 0, 0), ou seja, temos 
que saber se 0 sistema 

r 

x -2 z + r = 2 

J - x + 2z = - 3 

y + z =2 

y + z -2 

e possivel ou impossivel. Utilizando as tecnicas (opera9oes com linhas) 
do Capitulo 2 obtemos que o sistema nao somente e possivel como 
admite inflnitas sol^oes. Portanto (2, -3, 2, 2) pertence a 

[»!, *2, ^3 > 

b) Ja pelo item (a) poderiamos afirmar que {v i% v 2 , v 3 , v 4 } nao formam 
uma base pois uma das propriedades de uma base e o fato de qualquer 
vetor poder ser escrito de modo unico como combina9ao linear dos 
vetores da base e, pelo item (a), como o sistema e indeterminado, 
existem inflnitas maneiras de se fazer isto. Nao utilizaremos isto, 
entretanto, no raciocinio que se segue. Coloquemos os vetores um sob o 
outro obtendo a matriz 




0 

1 

1 

0 




Opera9oes com as linhas desta matriz sao equivalentes no espa9o vetorial 



a fazer combina9oes lineares e portanto as novas linhas serao ainda 
vetores do sube$pa9o. Atem disso, sen do as opera9oes com as linhas 
reversiveis, as novas linhas gerarao os mesmos vetores que as Hnhas 
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originate. Assim, ao operarmos com as linhas da matriz para consegui-la 
na forma escada nao estaremos alterando o subespaso e, na forma escada, 
as novas linhas nao nulas representarao vetores linearmente independentes 
e que geram o subespa90, ou seja, uma base (veja o exercfcio 17). No 
nosso caso obtemos 

’ 1 -1 ool[~i 000 

0 0 1 1^0100 

-2 2 1 1 ~ 0 0 1 1 

i o o oj Lo 0 0 0_ 

Pelo radocinio anterior, sendo w, = (1, 0, 0, 0), w 2 = (0, 1, 0, 0) e 
iv 3 = (0, 0, 1, 1), [v„ v 2 , v 3 , v 4 ] = [w u w 2 , w 3 ] e {w lf w 2) w 3 ) < i a 
base procurada. A dimensao, sendo o numero de vetores da base, e 3. 

c) [vi, v 2 , v 3 , v 4 ] nao e igual a R 4 pois dim [vj, v 2 , v 3 , v 4 ] = 3 e 
dim R 4 = 4. 

20. {(1, 0, 0, 0), (0, 1, -1, 2)}; 2 

21. a) a = b = c = 0. 

b) Resolva o sistema operando com as linhas como no Capftulo 2. Verifique 
o grau de liberdade e quais s£o as variaveis livres. Atribua valor 1 para 
uma delas e zero para as outras e va repetindo o processo para obter as 
solutes basicas (veja 2.5.7). Cada solu^o basica fomecera um vetor da 
base de W (por que? ). 

c) A dimensao de W e exatamente o grau de liberdade pois cada grau 
determina uma solu9ao basica do sistema. O re suit ado 6 valido para 
qualquer sistema homogeneo. 

22. dim [(1, 0, 0)] = 1, e dim[(l, I, 0), (0, 1,1)] = 2. Os tres vetores sao LI 
e portanto geram o R 3 . Como dimR 3 = 3, pela proposi£ao 4.6.9 

dim {(1, 0, 0) O [(1, 1, 0), (0, 1, 1)]} = 0. Entao a soma e direta. 

24. Sugestao: Suponha que 7 nao seja base de K. Entao ou v j5 ...» v*, Wj, w 2 
nao geram V ou nao sao LI. As duas situa^oes resultam numa contradi9ao. 
Exemplo: Sejam W x o piano xy e W 2 o piano xz em R 3 . A soma nao e di- 
reta. Uma base de W l e {(1, 0, 0), (1, 1, 0)} e uma de W 2 {(1, 0, 1), 

(0, 0, 1)}. Mas {(1, 0, 0), (1, 1, 0), (1, 0, 1), (0, 0, 1)} nao * base de R 3 . 

25. Inicie achando os geradores de W X e W 2 , observando que eles sao dados 
por sistemas lineares e portanto devemos procurar as sol^oes fundamentais 
para tais sistemas (veja o exercfcio 21 e sua resposta). Para W> teremos 
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[ x + y =0 

[_ z - t = 0 

Portanto x = -yez = te teremos dois graus de liberdade fazendo y - 1 e 
t - 0 e depois y = 0 e t = 1, teremos os vetores Wj = (-1, 1, 0, 0) e 
vv 2 - (0, 0, 1, 1) que sao LI (verifique). Assim W X = [w lt vv 2 ]. Para W 2 
teremos: x~y-z + t = 0 que fornece x = y + z - t com tres graus de 

liberdade. Fazendo ^ = 1, 2 = 0 e r = 0, depois j = 0, z = 1 e f = 0 e 

depois j> = 0, z = 0er = l teremos w 3 = (1, 1, 0, 0), w 4 = (1, 0, 1, 0) 
e vv 5 = (-1, 0, 0, 1) que sao LI (verifique). Portanto W 2 = [w 3 , w 4 , w s ], 
Por outro lado W x n W 2 = {(jc, y, z, t) \ x + y = 0, z - t = 0 e 
x-y-z + t- 0}. Para achar W x Pi W 2 resolvemos o sistema 

C x + y = 0 

\ z ~ t = 0 

[_x - y ~ z + t = 0 

Operando com as linhas (como no Capftulo 2), obtemos 

jc =0 

7 =0 
z - t = 0 

Portanto um grau de liberdade (na variavel r). Fazendo t - 1, teremos a 

solu9ao x = 0, y = 0, z=l e / = 1, ou seja, o vetor v = (0, 0, 1, 1). 

Portanto 

a) w x nw 2 = [(0,0, 1,1)]. 

b) Uma base para W X C) W 2 € {(0, 0, 1, 1)} (unidimensional). 

c) + [(- 1 , 1 , 0 , 0 ), ( 0 , 0 , 1 , 1 ), ( 1 , 1 , 0 , 0 ), ( 1 , 0 , 1 , 0 ), (- 1 , 0 , 0 , 1 )] 

d) W ! + W 2 nao 6 soma direta pois W x n W 2 ^ {0} 

e) Para responder se W x + W 2 = R 4 vamos exibir uma base de W x + W 2 . 

Para isto, considere seus geradores e opere com eles como no exercfcio 18 
para obter novos geradores linearmente independentes 

-11 0 ol fl 0 0 0~ 

0 0 11 0 10 0 

1 1 0 0 - 0 0 1 0 

1 0 -1 0 0 0 0 1 

-1 0 0 lj J_0 0 0 0_ 

Portanto, W x + W 2 = .[(1,0, 0, 0), (0, 1, 0, 0), (0, 0, 1,0), (0, 0, 0, 1)] 
e dim (W x + W 2 ) - 4 e portanto = R 4 . 

27. a) Vamos calcular, inicialmente, os geradores de V x . Observe que o sistema 
linear x + 2y + z = 0 tern dote graus de liberdade. Entao x = -2 y - z. 
Fazendo y = 1 e z = 0, obtemos a solufao x = -2, y = 1 , z = 0, ou seja. 
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o vetor v j = (-2, 1, 0). Por outro lado, fazendo y = 0 e z =* 1. obtemos 
o vetor v 2 = (-1, 0, 1). Como toda solu?ao do sistema e combina^ao 
linear dessas soloes fundamentals, todo vetor de V x 6 combina$ao 
Unear de v, e v 2 . Portanto F, = [v,. v 2 ] (veja exercicios 21 e 25). 
Observe ainda que como Vi e v 2 sao LI, F, e de dimensao dois. m re 

agora que se temos subespa^os W x = [wi , w 2 , w k ] e 

JV 2 = [w kti , ..., w e ] entao W, + W 2 , sendo formado pelos vetores que 

sao obtidos por somas de vetores de W x e vetores de W 2 , pode ser escnto 

Wi + Wi* [w,, w 2 w k , w k+ll ... w e ]. Portanto para obter F 2 tal 

que V x ®V 2 - R 3 , ^2 deve ser gerado por apenas um terceiro ve or v 3 
LI com Vi e v 2 (para completar a dimensao de R 3 )etalque 
y n V 2 = {0}. Podemos tomar, por exemplo, v 3 = (0, 0, 1) e 
v 2 = [(0, 0, 1)1 = {(X, y. Z ) | X = 0, / = 0 e z e R>. A disposifao 

geometrica deste exercicio 6 
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Procure outras solu^oes. 

b) Um exemplo seria V x = [(1, 0, 0), (0, 1, 0)] e V 2 = [(0, 1, 0), (0, 0, 1)]. 
Neste caso a soma nao seria direta pois V x H V 2 = [(0, 1, 0)]. Note 
ainda que K, c V 2 poderiam ser escritos como V x = { (x, y t z) \ z ~ 0, 
x e y reais quaisquer} e V 2 = {(*, y f z) | x = 0 e y e z reais quaisquer}. 
Procure outros exemplos mas note que em nenhum exemplo a soma 
pode ser direta porque senao a dimensao de R 3 seria 4 (veja o exercicio 29). 

35. A matriz identidade. 
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TRANSFORMACOES 

LINEARES 



I 



5.1 INTRODUQAO 

Fun?6es lineares descrevem o tipo mais simples de dependence entre variiveis. 
Muitos problemas podem ser representados por tais fut^oes. Por exemplo: Se 
de uni quilograma de soja, sao extrai'dos 0,2 litros de 61eo, de uma produce 
de jc kg de soja, seriam extrai'dos 0,2x litros de 61eo. Escrevendo na forma de 

funcao, teremos 

Q(s ) = 0,2s, 

onde Q = quantidade em litros de 61eo de soja e s = quantidade em kg de soja. 
Estes dados podem ser colocados graficamente: 

0,2s 
s 

Figura 5.1.1 
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Vamos analisar neste exemplo simples duas caracteri'sticas importantes: 

1) Para calcular a produgao de 61eo fornecida por (s x + s 2 )kg de soja, pode- 
mos tanto multiplicar (s 1 + s 2 ) pelo fator de rendimento 0,2, como calcular 
as produces de 61eo de cada uma das quantidades e s 2 e soma-las, isto 
e, Q(s i + s 2 ) = 0,2(5, + s 2 ) = 0,25! + 0,2s 2 = Q(s,) + Q(s 2 ). 

2) Se a quantidade de soja for multiplicada por um fator k, a produgao de 
oieo sera multiplicada por este mesmo fator, isto 6, Q(ks) = 0,2 (ks) = 

= k(0,2s) = k ■ Q(s ). 

Estas duas propriedades, que neste caso sao obvias, servirao para caracte- 
rizar o que denominaremos “transformagao linear”. Vejamos ainda um segundo 
exemplo de uma situagao envolvendo mais fatores e que apresenta o mesmo 
comportamento. 

A quantidade em litros de 61eo extraida por quilograma de cereal segundo 
um determinado processo pode ser descrita pela tabela. 





Soja 


Milho 


Algodao 


Amendoim 


Oleo (Id) 


0,2 


0,06 


0,13 


0,32 



A quantidade total de 61eo produzido por jc kg de soja, y kg de milho, 
zkg de algodao e wkg de amendoim e dada por Q = 0,2x + 0,06^ + 0,13 z + 
0,32w\ Observe que a quantidade de 61eo pode ser dada pela multiplicagao da 
“matriz rendimento” pelo vetor quantidade. 

x 

y 2 = 0,2jc + 0,06j + 0,132 + 0,32w 
w 

Formalmente, estamos trabalhando com a fungao Q:A C R 4 ->R 

” x 

[0,2 0,06 0,13 0,32] y 

z 

w 




Q = 10,2 0,06 0,13 0,32] 
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qiws, como no exemplo anterior, goza das propriedades: 




Voce deve verificar e interpretar estas propriedades. 

Pensemos agora em termos de espa 9 os vetoriais. Uma fun 9 ao entre espa- 
9 os vetoriais, satisfazendo as conduces 1 e 2, e a “mais natural possivel’ , pois 
respeita toda a “estrutura” de espa 9 o vetorial. 

5 1 1 Definipao: Sejam V e W dois espa 9 os vetoriais. Uma tramforrmgao 
Unear (a P Uca 9 ao Unear) e uma fun 9 ao de V em W, F: V-* W, que satisfaz as 
seguintes cond^oes: 
i) Quaisquer que sejam u e v em V, 

F{\x + v) = F(u) + F(y) 

if) Quaisquer que sejam k E R e v G V, 

F(kv) = kF(v) 



5.1.2 Exemplos 

Exemplo 1 : As fun^oes apresentadas ao introduzirmos este capitulo, uma 
vez que as variSveis sao positivas, sao restri$6es das seguintes aplica 9 oes hneares: 

i) V = W = R e £:R-»R 

x*+Q,2x 

ii ) V = R\ W = R e Q:R 4 ^R 




0,06 



0,13 



0 , 32 ] 




Exemplo 2 : 

V = R e W - R 

F:R -*■ R definida por u^au ou F(u) = au 
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Como F ( u + v) = a(u + v) = au + av = F(u) + F(v), F satisfaz a primeira 
condi 9 ao, e como F(ku) = a ( A n) = A: (au) = kF(u ) , F satisfaz a segunda condi- 
9ao. Logo F e uma transforma^ao linear. 

Mais ainda, toda transforma^ao linear de R em R s6 pode ser deste tipo. 
De tato, F(x) = F(x • 1 ) e como F e uma transforma^ao linear e x um esca- 
lar , F(x ■ 1 ) = x • F(l). Chamando F( 1) = temos F(x) = ax. 

0 nome transforma^ao linear certamente foi inspirado neste caso, V = 

- W = R, pois o grafico de F(x) = ax e uma reta que passa pela origem. 

Exemplo 3 : 

F:R -* R 

u u 2 ou F(u) = u 2 . 

Voce pode concluir que F nao e linear pelo que foi mostrado no exemplo 
anterior. Se voce desconhecesse o resultado dado, teria que mostrar a nao iinea- 
ridade de F diretamente: 

F(u + v) = (u + v) 2 = u 2 + 2uv + v 2 
e F(u) + F(v) = u 2 + v 2 

Port ant o, 

F(u + v) ¥= F( u) + F(v) 

Exemplo 4 : 

V = R 2 e W = R 3 
F:R 2 -> R 3 

(x, y) (2x, 0, x + y) ou F(x, y) = (2x, 0, x + y). 

Por exemplo, F(l, 2 ) = ( 2 , 0 , 3 ) G R 3 . 

Dados u, v G R 2 , sejam u = (x^ y x ) e v = (x 2 , y 2 ) onde x/, >7 G R. Temos; 

F { u + v) = F((xi, yi) + (xi, yi)) = H x i + *2, y\ + y 2 ) 

= (2(x, + x 2 ), 0, (Xi + x 2 ) + (y 1 + y 2 )) 

= ( 2 x u 0, X! + 71) + (2x 2> 0, x 2 + y 2 ) 

= F( u) + F(v) 

Logo, a primeira condi^ao e satisfeita. Mais ainda, 

F(ku) = F(k(x, y)) = F{kx t ky) 

= (2 kx, 0, kx + ky) 

= k( 2x, 0, x + y) = kF(u) 



e a segunda condi^ao e satisfeita. Entao F e uma transforma9ao linear. 
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Observacao: Decorre da definite) que uma transforma^ao linear T:V-> W leva o 
vetor nulo de V no vetor nulo de W, isto e, se 0 e V, T(0) = 0 G Ist0 nos 
ajuda a detectar transforma^oes nao lineares. Se 7'( 0) -r- 0, T nao e linear (veja 
o Exercfcio 1 da sec?ao 5.6). Mas cuidado T(0) = 0 nao 6 sufidente para que 
1' seja linear (veja o Exemplo 3 acima). Assim, por exemplo, l R -* R* onde 
T(x, y, z) = (x + 1 ,y, z) nao e linear. 

Exemplo 5\ 

Seiam V = W = P (polinomios de grau < n) e D:P„ -+P„, a aplica?ao derivada 
'' fv+f 

que a cada polinomio / associa sua derivada, a qual tambem e um pohnonuo 
(com 1 grau a menos). Como para quaisquer (undoes derivaveis, 

D(f + g) = D(f) + Dig) 
e D{kf) = kDif), 

D e uma aplicasao linear. 

Exemplo 6: A aplica^ao nula 

F.V^V - • 

ui-^0 € linear. Seria conveniente que voce demonstrasse esta afirniasao, p 1 

assim voce poderia compreender melhor a definnjao 5.1.1. 

O proximo exemplo 6 muito importante. O que mostra este exemplo e 
que a toda matriz m X n estd associada uma transforma ? ao linear de R em 
R m . Em outras palavras, podemos dizer que uma matriz produz uma transfor- 
ma 9 ao linear. A implica^ao inversa tambem e verdadeira, isto e, uma transfor- 
ma?ao linear de R" em R" 1 pode ser representada por uma matriz m X n. Isto 
sera mostrado posteriormente. 

Exemplo 7: 

V = R" e W = R m 
Seja A uma matriz m X n. Definimos 

i A • R” R m P or 

Vk> A * V 

onde v 6 tornado como vetor coluna, v 



*i 

£aO) = A • : 

x n 
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Das propriedades de operates de matrizes: 

/. A (u + v) = A(u + v) = Au + Av = i A ( u ) + Z, A (v) e Z, A (Jfcu) = A(Au) = 
= fc(Au) = AL a (u), e portanto Z, A e uma transforma9ao linear. 

f 2 0 

Como caso particular suponhamos que A = 0 0 




Entao La(x u * 2 ) = (2*i, 0, *1 + x 2 ). 

Surpresa! Esta e a aplica^o linear do Exemplo 4. 



Seria interessante que voce tambem notasse 0 relacionamento que existe 
entre o Exemplo 1, e o Exemplo 7. 



5.2 TRANSFORMAQOES DO PLANO NO PLANO 

Agora iremos apresentar uma visao geometrica das transformasoes lineares, dan- 
do alguns exemplos de transforma^oes do piano ( R 2 ) no piano. Voce vera assim, 
que, por exemplo uma expansao, uma rota^ao e certas defom^oes podem ser 
descritas por transforma^oes lineares. 

5.2.1 Expansao (ou Contrapao) Uniforme: 

T: R 2 -> R 2 , a G R 
vh> a - v 

Por exemplo: T:R 2 -> R 2 

2v, ou T(x , y) = 2(x, y) 

Esta fun^ao leva cada vetor do piano num vetor de mesma dire^o e sentido 
de v, mas de modulo maior. 




Figura 5.2.1 
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Observe que, escrevendo na forma de vetores-coluna, 





0 

2 




Se tomassemos F.R 2 - R 2 tal que F(x, y) = j (*, y), F seria uma contra ? ao. 



5.2.2 Reflexao em Torno do Eixo-x: 

F: R 2 ->R 2 
(x, y) h- (x, -y) 




5.2.3 Reflexao na Origem: 

TiR 2 -*■ R 2 

-V, ou seja, T{x, y) = (-x, ->') 




Figura 5.2.3 



Escrevendo na forma de vetores-coluna, temos 
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5.2.4 Rotapao de um Angulo 0: (no sentido anti-horario) 




Figura 5.2.4 



x = r cos (a + 0) = r cos a cos 0 - r sen a sen 6 
Mas r cos 0 = x e r sen 6 = y. 

Entao x* = x cos 6 - y sen 0. 

Analogamente, y = r sen (a + 0) = r(sen a cos 6 + cos a sen 0) = y cos 6 + 
+ Jt sen 0 . 

Assim Rfl(jt, y) = (* cos 6 - y sen 0, y cos 0 + * sen 0) ou na forma coluna, 

x t Jt cos 0 - y sen 0 _ cos 0 -sen 0 x 

y y cos 0 + x sen 0 sen 6 cos 0 >> 

Consideremos o caso particular onde 6 = Neste caso, cos0 = 0 e 
sen 6 = 1 . 



Entao, 






Figura 5.2.5 

Biblioteca de " 
Ci£ngia & Tecnol< 
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5.2.5 Cisalhamento horizontal: 

T(x, y) = (x + ay, A»£R 
Por exemplo: T(x, y) = (x + 2 y, y) 




Figura 5.2.6 



Como ja ressaltamos, as transforma 9 oes do piano no piano apresentadas 
atraves dos exempios anteriores sao lineares, pois sao dadas por A ■ v onde 
A e uma matriz 2 X 2. A aplicagao a seguir nao e linear. 



5.2.6 Translapao: 

T(x, y) = (x + a, y + b) 




Esta e uma transla 9 ao do piano segundo o vetor (a, b) e, a menos que a = b = 
- 0, T mo e linear. Por que? 

(Veja a observa 9 ao depois do Exemplo 4.) 

5.3 CONCEITOS E TEOREMAS 

Separamos nesta sec 9 ao os resultados que darao uma estrutura para urn estudo 
mais fecundo das transforma 9 oes lineares. 

Um fato importante sobre aplica 9 oes lineares e que elas sao perfeitamente 
determinadas conhecendo-se apenas seu valor nos elementos de uma base. 
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5.3.1 Teorema: Dados dois espa 9 os vetoriais reais V e W e uma base de V, 
{vi, v n }, sejam Wj w„ elementos arbitrdrios de W . Entao existe uma 
unica apIica 9 ao linear T:V-+ W tal que r(vj) = Wj, ..., T(v n ) = w*. 

Esta aplica 9 ao e dada por: 
se v = a^i + ... + a n \ ni 

T(v) = a,r(vt) + ... + a„T(v„) 

- fliWj + ... + a n w n 

Verifique que T assim definida e linear e que e a unica que satisfaz as 
condi 9 oes exigidas. 

5.3.2 Problemas 

Problema 1: Qual e a transforma$ao linear T: R 2 -► R 3 tal que T( 1, 0) = 

= (2, -l,0)e HO, 1) = (0, 0, 1)? 

Solugdo : Temos neste caso e l = (1, 0) e e 2 = (0, 1) base de R 2 e w, = (2, -1, 0) 
e w 2 = (0, 0, 1). 

Dado v - (x { , x 2 ) arbitrario, 

v - jc, e x + x 2 e 2 
e T(v) = xj(e } ) + x 2 T(e 2 ) 

= x t(2, - 1 , 0 )+ * 2 ( 0 , 0 , 1 ) 

= (2x l9 -x u x 2 ) 

Problema 2: Qual 6 a transforma 9 ao linear T:R 2 ^R 3 tal que T(l» 0 = 

= (3, 2, 1) e 7(0, -2) - (0, 1, 0)? 

Resolva o problema como exercicio, mas, cuidado! Aqui nao temos base cano- 
nica. Veja o Exercicio 4 a da $ec 9 ao 5.6. 

Vamos analisar mais profundamente as transforma 9 oes lineares, obtendo 
alguns resultados uteis e ao mesmo tempo interessantes. Para con^ar necessita- 
mos definir imagem e nucleo, que sao dois subconjuntos especiais dos espa 90 s 
vetoriais envolvidos na defin^ao da transforma 9 ao linear. 

5.3.3 Definite: Seja T:V->W uma aplk^ao linear. A imagem de T 6 o 
conjunto dos ve tores w E W tais que existe um vetor v € V, que satisfaz 
T(v) = w. Ou seja 

Im(T) = {w e W\ T(v) = w para algum v E V] 

Observe que Im(T) e um subconjunto de W e, al$m disso, e um subespa 90 ve- 
torial de W. (Veja o Exercfdo 16 da sec 9 §o 5.6.) As vezes Im(T) 6 escrito co- 
| mo T(V). 
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5.3.4 Definipao: Seja T\V->W uma transformapao linear. 0 conjunto de 
todos os vetores v E V tais que T(v) = 0 e chamado nucleo de T > sendo deno- 
tado por ker(T). Isto e 

ker(T) = {vG V; T(v) = 0} 

Observe que ker(T) C V e um subconjunto de V e, ainda mais, i um subes- 
papo vetorial de V. (Veja o Exercicio 16 da seep a o 5.6.) 



V T W 




Figura 5.3.1 

5.3.5 Exemplos 

Exemplo 1: 

T: R 2 ^R 
(x,y)^x+y 

Neste caso temos ker T = {(*, y) £ R 2 ; x + y = 0}, isto 6, ker Tea reta 
y = -x. Podemos dizer ainda que kerT = {(x, -x); x £ R} = {x(l, -1); 
x 6 R} = [(1, -1)]. ImT = R, pois dado w £ R, w = T( w, 0). 




Figura 5.3.2 
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Exemplo 2: Seja a transformapao linear 

7’:R 3 ->R 3 dada por T(x, y, Z ) = (x, 2 y, 0). 

Entao a imagem de T 

Im(T) = i(x, 2 y, 0): x, y e R} 

= {x(l, 0, 0) + y(0, 2, 0): y £ R} 

= <(1, 0, 0),(0, 2, 0)> 

Observe que dim/m(r) = 2. 

0 nucleo de T e dado por: 

ker{T) = {(x, y, z ): T{x, y y Z ) = (0, 0, 0)} 

= {(x, y, z): (x, 2 y, 0) = (0, 0, 0)} 

= {(0, 0, z): z £ R} 

= {z(0, 0, 1): z £ R} 

= [(0,0,1)] 

Observe que dim ker(T) =|. 

Vamos recordar agora as nopoes de funpao injetora e sobrejetora e posterior- 
mente estabelecer o relacionamento entre estes conceitos e os de nucleo e ima- 
gem quando a funpao e uma transformapao linear. 

5.3.6 Oefinipao: Dada uma aplicapao (ou funpao) T:V-> W, diremos que 

T e injetora se dados u G V, v G V com T(u) = T(v) tivermos u = v. Ou equi- 

valentemente, T e injetora se dados u, v £ V com u # v, entao 7"(u) =£ T(v ). 

Em outras palavras, T e injetora se as imagens de vetores distintos sao 
distintas. 



Figura 5.3.3 

5.3.7 Oefinipao: A aplicacao T: V ^ W serd sobrejetora se a imagem de T 
coincidir com W, ou seja T(V) = W. 

Em outras palavras, T serd sobrejetora se dado w £ W, existir v £ V tal 
que T(v) = w. 




Figura 5.3.4 
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Exemplo 

T: R^R 2 
x»(x, 0) 

Mostremos agora que se T e injetora, entao ker T - { 0 }. Seja v E ker(T ), isto 
Entao (jc, 0) = (y, 0) implicando que x - y. Logo T e injetora. Mas T nao e 
sobrejetora uma vez que Im(T) =£ R 2 . 

A transforma^ao do Exemplo 1 de 5.3,5 6 sobrejetora mas nao e injetora, 
e a do Exemplo 2 de 5.3.5 nao e nem injetora nem sobrejetora. Um bom exer- 
acio seria voce examinar os exemplos de transforma^oes lineares dados ate 
aqui e decidir se sao injetoras ou sobrejetoras. 

O proximo teorema afirma que uma transforma^ao linear injetora so tern 
o vetor nulo no seu nucleo. E, por outro lado, se uma transforma 9ao linear ti- i 

ver somente 0 no nucleo, entao quaisquer dois vetores distintos devem ter ima- 
gens distintas tamb^m. 

5.3.8 Teorema: Seja T.V^W, uma aplica^o linear. Entao ker(T) = {0}, 
se e somente se T e injetora. 

Prova: Mostremos primeiro que se ker T = {0}, entao T $ injetora. 

Suponhamos que u, v E V tais que T( u) = 7 T (v). Entao T(n) - T(\) = 

= T(u - v) = 0, isto £, u - v E ker(T). Mas por hipotese o unico elemento do 
nucleo e 0. Entao u - v - 0, isto e, u = v. Em resumo: como T( u) = T(v) 
implica que u = v, T e injetora. 

Mostremos agora que se T e injetora, entao ker I = {0}. Seja vE ker(T ), isto 
e, r(v) = 0. Como necessariamente T( 0) = 0, T(\) - T( 0). Logo v = 0, pois 
T e injetora. Portanto, o unico elemento do nucleo e 0, ou seja, ker(T) - {0}. 

Voltando ao Exemplo de 5.3.7, observe que podemos dizer se T 6 injeto- 
ra simplesmente calculando o seu nucleo. Para que (x, 0) seja o vetor nulo, de- 
vemos ter x = 0 e por tan to ker T = {0}, donde concluimos que T e injetora. 

Uma consequencia da proposi^ao 5.3.8 e que uma aplicagdo linear injeto - 
ra leva vetores LI em vetores LL (Veja o Exercicio 9 da sec^ao 5.6.) 

Um resultado import ante, que relaciona as dimensoes do nucleo e imagem 
de uma transforma^ao linear T : V W, com a dimen sao de V e dado pela se- 
guinte proposi^ao. 



5.3.9 Teorema: Seja T:V W uma aplicafao linear. 
Entao dim ker T + dim ImT - dim V. 
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Prova: Considere v,, ..., \ n uma base de ker T. Como ker T C V e subespa90. 
de V y podemos completar este conjunto de modo a obter uma base de V. 

Seja entao {v,, v„, w,, ..., w m } a fc ase de V Queremos mostrar que 

T( w t ), 7(w m ) e uma base de 1m T, isto e, 

0 1%), ...,7(wJ=/mr 
ii) {r(w t ), T( w m )} e linearmente independente. 

Provemos /) 

Dado w £ ImT, existe u E V tal que r(u) = w. Se u E V, entao 
u = a l v l + ... + a n \ n + b l w l + ... + b m vt m . Mas, 

w = r(u) = T(a l \ l + ... + a n \ n + Z> lW , + ... + b m v/ m ) 

= T(\ x ) + ... + Q n T(v n ) + + ... f b m T(w m ) 

Como os vetores v l5 ..., v„ pertencem ao ker T, T(vj) = 0 para i = 1, .... n 
Assim, 

w = b x T( w,) + ... + b m T( w m ) 

e a imagem de T e gerada pelos vetores T( Wj), T(v/ m ). 

ii) Consideremos agora, a combina9ao linear 

^^(w,) + a 2 T( w 2 ) + ... + a m T( w m ) = 0 

e mostremos que os a,- sao nulos. 

Como T e linear, 7’(fl 1 w 1 + a 2 w 2 + ««■ + a m w m) = 0. 

Logo a jWi + ... + *= ker T. 

Entao fljWj + ... + a m v/ m pode ser escrito como combina9ao linear da base 
{v 1? v„] de ker(T), isto e, existem b l9 b n tais que 





+ 


.. + 


&m w m = biVi + . 


•- + b n v n . 


ou ainda, 


I a x Wj 


+ 


„ + 


%% " *lVi 


- b n \ n = 


0 


|. Mas {Vi, .. 


w 


1, w m } e uma 


base de K, 


e temos entao a { = a 2 


ji 

ca 

S 

II 


= ... = 


a 

ii 

o 







Decor re m desta proposi9ao dois resultados: 

5.3.10 Corol5rio: Se dim V = dim W 9 entao Tlinear e injetora se e somente 
se T e sobrejetora. 

Fa9a a demonstra9ao como exercicio. 

5.3.11 Corolario: Seja T : V ^ W uma aplica9ao linear injetora. Se 
dim V - dim W y entao T leva base em base. 
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Prova\ Considere {v l5 v„) base de V. O conjunto {T(y x ), 7(v„)} C e LI 

pois dados escalares k ly ..., k n tais que k l T(v l ) + ... + k n T(y n ) - 0, temos 
T(k l \ l + ... + k n y n ) = 0. Logo k x y x + ... + k n \ n - 0. Mas {v, , ..., v„} e LI. 
Logo k x = ... = k n - 0. Desde que dim V = dim W = n, (TXvj), 7Xv n )} e 
base de W . (Veja 4.6.8.) 

5.3.12 Quando uma transforma^o linear T: V W for injetora e sobreje- 
tora, ao mesmo tempo, da-se o nome de isomorfismo . Quando ha uma tal trans- 
forma^ao entre do is espa^os vetoriais dizemos que estes sao isomorfos . Sob o 
ponto de vista de Algebra Linear, espa^os vetoriais isomorfos sao, por assim di- 
zer, identicos. Observe que devido a proposi^ao 5.3.9 espa 90 s isomorfos devem 
ter a mesma dimensao. Portanto, pelo corolario 5.3.11, um isomorfismo leva 
base em base. Alem disso, um isomorfismo T: V ^ W tern uma aplica^ao inver 
sa V que e linear, como voce poderia provar, e tambem e um iso mo r- 

fismo. 

Exempb : Seja T : R 3 -> R 3 dada por T(x, y, z) = (x - 2 y, z, x + y ). Va- 
mos mostrar que T d um isomorfismo, e calcular sua inversa T~ l . 

Se pudermos mostrar que T 6 injetora, teremos que T d um isomorfismo 
pelo coroldrio 5.3.10. Isto equivale a mostrar que ker T = {(0, 0, 0)}. Mas 
ker T - {(*, y, z)\ T(x , y, z) = (0, 0, 0)} e T(x , y 9 z) = ( 0,0, 0) se e somen- 
te se (x - 2 y 9 z, x + y) = (0, 0, 0). Resolvendo o sistema de equagoes lineares 

a: - 2 y = 0 
z = 0 
x + y = 0 

achamos que r=; = z = 0ea unica solugao e portanto T e um isomorfismo. 

Tomando a base canonica de R 3 , sua imagem pela T d {7^(1 , 0, 0), 7(0, 1, 0) 

T( 0, 0, 1)} = {(1, 0, 1), (-2, 0, 1), (0, 1, 0)} que e ainda uma base de R 3 . E 
conveniente que voce verifique isto. Calculemos agora a aplica^ao inversa de T . 
Como 7X1, 0, 0) = (1, 0, 1), T( 0, 1, 0) = (-2, 0, 1) e 7(0, 0, 1) = (0, 1, 0), 
temos que 7 _1 (1, 0, 1) = (1, 0, 0), r\-2 9 0, 1) - (0, 1, 0) e ^(O, 1, 0) - 
- (0, 0, 1). Queremos calcular T^(x t y, z). Para isto escrevemos (x, y, z) em 
rela^ao a base {(1, 0, 1), (-2, 0, 1), (0, 1, 0)}, obtendo: 

(x, y, z) = (1, 0, 1) + L j 2L (-2, o, 1) + .HO, 1, 0). 

Entao T-\x, y, z) = -* ^ 1, 0, 1) + T'\-2, 0, 1) + yT~\0, 1 , 0). 



T'\x, y, z) = 



( x + 2z 
( 3 




f 



Ou seja, 
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5.4 APLICAQOES LINEARES E MATRIZES 

Nesta se^ao veremos que num certo sentido 0 estudo das transform a^oes linea- 
res pode ser reduzido ao estudo das matrizes. Voce ja viu no Exemplo 7 de 
5.1 que a toda matriz m X n esta associada uma transforma^o linear: T :R rt -> R™ . 
Vamos formalizar, a seguir, este resultado para espa^s vetoriais V e W e 
tambem estabelecer o seu reciproco, isto e, veremos que uma vez tixadas as 
bases, a toda transforma^ao linear T: V -► W estara associada uma unica matriz. 

micialmente veremos como, dados dois espa 90 s vetoriais V e W com bases 
0 e $ e uma matriz A, podemos obter uma transforma 9 ao linear. 

5.4.1 Considereinos R 2 e as bases 

0 = {(1, 0), (0, 1)} e fi' = {(1, 1), (-1, 1)} 

e a matriz A = 

Queremos associar a esta matriz A uma aplica 9 ao linear que depen de de A e 
das bases dadas 0 e /f, isto e, 

T A :R 2 ^R 2 

vh> r A (v) 



Considere v = (x, y). Seja X = [v]^ = ^ 

= ^1 = 1 ^% 
. 



Figura 5.4.1 

Entao, r A (v) - 2x(l, 1) + ^(-1, 1) * (2x - y, 2x + y). 

Por exemplo, se v = (2, I), entao T A (2, 1) = (3, 5). Note que se tivessemos 
partido de 0 = j3' = {(1, 0), (0, 1)}, tenamos obtido r A (v) = (2x, y) = Av. 







Figura 5.4.2 
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De urn modo geral, fixadas as bases 0 = {v,, v„} e 0' - {»i, .... w m }. 



an ... fli 



U m \ a 



mn \ mXn 



podemos associar 



T A :R n -+R m . 

vh- 7a(v) como: 



Seja X = [v]jj = 



*1 * 



A • X = 



l mn I I 



Entao, T\(\) = + ... + y m w m onde y> = A, • X e A/ e a i^sima linha 

de A. 

Em geral, dada uma matriz A mXn , ela e encarada como uma aplica?ao 
linear 7^ : R" -* R m em relaijao as bases canonicas de R” e R" 1 . 



Exempk r. 



A - j ~4 _i = ft 1 ' °>* (°- e 



0 ' = {( 1 , 0 , 0 ), ( 0 , 1 , 0 ), ( 0 , 0 , 1 )}. 

r A : R 3 -► R 2 . Encontremos esta transforma^ao linear. 



Seja X = y 



A • X = 



1 -3 5 

2 4-1 



x - 3y + 5z 
2x + 4y - z 



Entao T\(x, y, z) = (x - 3 y + 5z)(l, 0) + (2x + 4 y - z)(0, 1) - 
= (x - 3y + 5 z, 2x + 4y - z) 
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5.4.2 Agora iremos encontrar a matriz associada a uma transfonna^o 
linear. Seja T:V -> W linear, 0 = (vj, ..., v„} base de V e 0' = {w b w ffl ) 
base de W . Entao 7XvO, r(v„) sao vetores de W e portanto 

r(vj) = a n w, + ... + 



^( v «) ^ + + a mn w m 

A transposta da matriz de coeficientes deste sistema, anotada por [T e cha- 
mada matriz de T em rela^ao as bases (3 e p'. h 

a \\ ••• a \n 

irig.. : : .A 

a m\ 

Observe que T passa a ser a aplica^ao linear associada a matriz A e bases 0 e 
0\ isto e T = r A . 



5.4.3 Exemplos 

Exemplo 1 : 

Seja T:R 3 -> R 2 tal que 7X*, j/, z) = (2a: + y - z, 3 a - 2y + 4z). 
Sejam 0 = {(1, 1, 1), (1, 1. 0), (1, 0, 0)} e 0' = {(1, 3), (1, 4)}. 

Procuremos 17$. 

Calculando T nos elementos da base 0, temos: 

7X1, 1, 0 - (2, 5) = 3(1, 3) - 1(1, 4) 

7X1, 1, 0) = (3, 1) = 11(1, 3) - 8(1, 4) 

7X1, 0, 0) = (2, 3) = 5(1, 3) - 3(1, 4) 



Entao 




Observe que se fixarmos outras bases 0 e 0', teremos uma outra matriz 
para a transforma^ao T. 



Exemplo 2\ 

Seja T a transforma^ao linear do Exemplo 1 e sejam 0 = {(1,0, 0), 
(0, 1, 0), (0, 0, 1)} e j3' = {(1, 0), (0, 1)}. 
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Calculemos 



T( 1, 0, 0) (2, 3) = 2(1, 0) + 3(0, I) 

r(0, 1, 0) = (1, -2) = |(l, 0) - 2(0, 1) 

T(0, 0, 1) = (-1, 4) = -1(1, 0) + 4(0, 1) 



4- 3 



1 -1 

-2 4 



Observagao : Usa-se denotar simplesmente por [7] a matriz de uma trans- 
formable) linear T:R m -► R n em relagao as bases canonicas. Assim, no Exemplo 2 

[Til’ - [Tl Tambem e comum usar-se a nota^ao simplificada: Tv = 7\v). 



Exemplo 3\ Seja T:V^ V 
Vh+ v 



Isto e, T e a identidade. 

Sejam 0 = {v lf ..., v„} e 0' = {v', , vJJ bases de V. Calculemos l r]v. 



Como 


n 

£ 


* 

n 

> 


+ ... 


+ *Wl V M 




7v„ = 


Vn = a ln v\ 


+ ... 


+ */l« V «? 




n 


*ii ■■■ 


*i n 


1! 






a n \ 


“nn 





a matriz mudan^a de base. Veja 4.7.1. 

Exemplo 4: Dadas as bases 0 = {(1, 1), (0, 1)} de R 2 e 0' = {(0, 3, 0), 
(-1, 0, 0), (0, 1, 1)} de R\ encontremos a transforma^o linear T: R 2 R 3 cuja 
matriz e 

\ 0 2 
[T& =-10 
r 1 3 

Interpretando a matriz, temos: 

T(U 1 ) = 0(0, 3, 0) - 1(-1, 0, 0) - 1(0, 1, 1) = (1, -1, -1) 

T(0, 1 ) = 2(0, 3, 0) + 0(-l , 0, 0) + 3(0, 1, 1) - (0, 9, 3) 

Devemos encontrar agora T(x , y). Para isto escrevemos (a:, y) em rela^ao a ba- 

se 0 : 

O. y) = jc(i, l) + (y - *)(0, i) 
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Aplicando T e usando a linearidade, temos; 

T(x, y) = *7X1, 1 ) + (y - x) 7 ’( 0 , 1 ) 

- *0. -1, -J) + O - x)(0, 9, 3) 

= (x, 9 y - IQ*. 3y -Ax) 

O resultado a seguir da o significado da matriz de uma transforma?ao 

linear. 



5.4.4 Teorema: Sejam V e W espa^os vetoriais, a base de V, 0 base de W 
e T: V-+ W uraa aplica^ao linear. 

Entao, para todo v E. V vale: 

tnv)]/3 = 17*5 • IvJ,,, 




Para ficar mais facil a compreensao faremos a demonstrate no caso dim V = 2 
e dim W - 3. O caso geral e totalmente analogo e pode ser feito como exerci- 
cio. 

Prova : Sejam a = (v,, v 2 } base de V e 0 = (wj, w 2 , w 3 } base de W e 

a w an r x t y i 

l7]p = a 2{ *22 • Sejam ainda ve V e [v^ = ^ e [Tv]p = y 2 

*31 *32 

Da matriz [T]^ sabemos que 

TV i - i Wj[ + <*21 W 2 + *3lW 3 

Tv 2 = a l2 Wi + *22 W 2 + *32 w 3 
Alem disso, v = x^i + x 2 v 2 e como T e linear, 

Tv = X l Tv l + X 2 Tv 2 

- Xi(a n W| + ^21 w 2 + *31 W 3) + *2(*12 W 1 + *22 w 2 + *32^3) 

= (JnXj + d J2 X 2 jW i + (*21*1 + *22*2)w 2 + (a 31 X, + <Z3 2 X 2 )w 3 . 

Mas Tv = y)W\ + >’ 2 w 2 + y 3 w 3 e como as coordenadas em rela^ao a base 0 

sao unicas, temos , „ ^ 

y i = *n*i + *i2*2 

y 2 — ^ 21*1 + *22*2 
V 3 = *31*1 + *32*2 

BibJioteca de 
Ofencia & Tecno 

I icrn^ 
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ou seja, 

> 1 ] \ a n 

72 = a n 

73 J [H31 

Isto e, L7v]p = [v^. 

Atraves deste teorema, o estudo de transforma^oes lineares entre espa$o$ 
de dimensao finita e reduzido ao estudo de matrizes. Quando V = W e T = 7, 
observe que o resultado e o mesmo da matriz de mudan^a de base dado em 
4.7.1. 

Exemplo : Seja a transforma^ao linear T:R 2 -► R 3 dada por 




onde a = {(1,0), (0, 1)} e base de R\ & = {(1, 0, 1), (-2, 0, 1), (0, 1, 0)} e 
base de R 3 . Queremos saber qual e' a ifnagem do vetor v = (2, -3) pela aplica- 
q&o T. Para isto, achamos as coordenadas do vetor v em rela$ao a base a, 

obtendo [ vj^ = j •, a seguir, usando o teorema, temos 

' 1 -1‘ 

[tvj^ = [r]?[ y ] a = o i 

[-2 3 _ 

ou seja, 

7v = 5(1, 0, 1) - 3(-2, 0, 1) - 13(0, 1, 0) 

= (11, -13, 2) 





O relacionamento entre as dimensoes do nucleo e da imagem de uma 
transforma^ao linear e o posto de uma matriz a ela associada 6 dado no teore- 
ma a seguir, cuja demonstra^ao deixamos ao seu encargo. 

5.4.5 T eorema: Seja T : V -► W uma aplica^ao linear e a e 0 bases de V e 
W respectivamente. Entao 

dm\Im(T) = posto de [T^ 

dim ker(T) = nulidade de [T 1 ]^ 

= numero de colunas - posto de [T]^. 
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5.4.6 Teorema: Sejam T X :V~* W e T 2 :W-* jj transfonna 90 es lineares e a, 
0, y bases de V, W e U respectivamente. Entao a composta de T { com T 2i 
r 2 o7V {/, e linear e 

lT 2 oT t %=[T 2 f y . [ T ^ 




Figura 5.4.4 



A demonst^ao desse teorema e direta mas bastante trabalhosa. Por esta 
razao nao a faremos aqui, indicando apenas suas etapas. Podemos efetua-la sim- 
plesmente lembrando a constru^ao das matrizes das transforma 90 es T x e T 2 , 
obtendo desta forma suas atua 90 es sobre as bases respectivas. A seguir, por 
compos^ao achamos o que T 2 oT x faz na base de K, e chegamos entao a matriz 

[T 2 oT x f r observando que esta 6 exatamente o produto das matrizes anteriores. 

5.4.7 Exemplos 

Exemplo l : Consideremos uma expansao do piano R 2 dada por 
T\(x, y) = 2(x, y ), e um cisalhamento dado por T 2 (x t y) - (x + 2 y, y). Ao 
efetuarmos primeiro a expansao e depois o cisalhamento, teremos a seqiiencia 




t 2 or, 



Figura 5.4.5 
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As matrizes (em relagao a base canonica de R‘, £) das transformagoes sao 



2 0 1 e \T i - f 1 2 

0 2 [Tl h 0 1 



Entao, a matriz (em relagao a base canonica de R 2 ) da aplicagao que expande 
e cisalha (que e justamente a composta T 2 o T,) sera 



12 2 0 
0 1*02 



Exemplo 2: Sejam as transformagoes lineares T x . R 2 R 3 e T 2 \ R 3 ^ R 
cujas matrizes sao 



1 -1 e - Q 0 0 



0 1 



em relagao as bases a = {(1, 0), (0, 2)}, 0 - {( ^ , 0, -3), (1, 1, 15), (2, 0, 5)} 

e j = {^2, 0), (1, 1)}. Queremos encontrar a transformagao linear composta 
T 2 oT 1 :R 2 ^ R 2 , ou seja, precisamos achar ( T 2 °T l )(x ; y). 

Para isto, usamos o teorema anterior para achar a matriz da composta. 



IW?- 0 o 'o 



1 0 

l -1 = 

0 1 



1 -2 

0 0 



Escrevemos agora as coordenadas do vetor (x, y) em relagao a base a. 



[(*> y)] a 



Entao, usando o teorema 5.4.6, temos 



" 1 -2 x - y 

L( T 2 oT } )(x, y)]y = 0 J y = [ o' 



Portanto, (T 2 °T\)(x t y) - (x - j)(2, 0) + 0(1, 1) - (2x - 2 y, 0). 
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5.4.8 Corolario: Se T: V -+ W e uma transformagao linear inversivel ( T e 
um isomorfismo) e ot e 0 sao as bases de V e entao T ~ l : W -> V e um ope- 
rador linear e 

[ r'l = an ?)- 1 




Figura 5.4.6 

Prova : A matriz identidade, [/]® = [7' -l o7’]^ = [T 

5.4.9 Corolario: Seja T:V-*W uma transformagao linear eae|l bases de 
V e IV. Entao T 6 inversivel se e somente se det 1 T =£ 0. 

Exemplo : Seja 7’:R 2 ->R 2 uma transformagao linear dada por 




onde % e a base canonica de R 2 . Como detlr]^ = 1, o coroldrio 5.4.9 afirma 
que T e inversivel. Pelo corolario 5.4.8 sabemos que 

t 3 4 l" 1 3 _4 _ 

ir-'lH'l’" =[: 3] ' [-2 3) 

t f x 3 -4 1 x 1 3x - 4y 

Entao \T' l {x, y)\% = [T~ 1, y - _ 2 3 ' y = + 3 y . 

ou seja, T~ x (x, y) = ( 3x - 4 y. -2x + 3y). 

Se T: V-* W e uma aplicagao linear, a, a’ bases de V e j3, 0‘ bases de IV, 
podemos relacionar as matrizes (7’]jg e do seguinte modo: 
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5.4.10 Corolario: 




Figura 5.4.7 



[T$ = [IoTol$ = [ify [rg [/]"' 

Em palavras, conhecendo a matriz de uma transformagao linear em relagao a 
certas bases oc e 0 e as matrizes de mudanga de base para novas bases a e 0 , 
podemos achar a matriz da mesma transformagao linear, desta vez em relagao 
as novas bases a e 0\ 

Como caso particular da situagao anterior temos: 

Se T: V ^ V 6 uma transformagao linear e a e j3 sao bases de K, entao 




Figura 5.4.8 



[Tf p = [lo Toffy = [7]j* [rgl7]J. 

Lembrando que [7]^ = (l/]^) _1 e chamando [7]^ = A, vem que 

[Tfy - A • • A' 1 

Dizemos neste caso que as matrizes [7 ]^ e ( Tfy sao semelhantes. 

Pelo corolario anterior, observamos atraves de mudangas convenientes de bases 
qual a modificagao que a matriz de uma transformagao linear sofre. 
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Exemplo : Seja a transformagao linear r:R 3 -»R 3 cuja matriz em relagao 
a base canon ica £ e 

. \-2 4 -4“ 

m|= i -2 i 

? 3 -6 5 

Calculemos a matriz desta transformable) em relagao a base £ = {70, 1 , 1), 

(-1. 0, 1), (1, 1, 1)}. Para isto, usamos a relagao [Tfy = [ify [rj| [jfy onde 

^ f° -1 1 1 t r-1 2 -1 

[71? = 1 0 0 e ([7]I)= [7l|)-‘ =0-1 1 

1 1 1 J 1 -1 1 

Entao f-1 0 0 

lTfy= 0 2 2 

0 0 0 . 

Isto nos sugere a pergunta: Dada uma transformagao linear, hi urn proce- 
dimento pratico para se calcular uma base em que a matriz desta transformagao 
seja a “mais simples possiVel”? A resposta a esta pergunta sera um dos nossos 
objetivos nos proximos dois capftulos. 

*5.5 APLICAQOES A OPTICA 

Consideraremos nesta secgao o caso de um feixe de luz de raios paralelos (cuja 
diregao pode, portanto, ser dada por um vetor) que se reflete em espelhos 
pianos. 

Iniciamos observando a situagao mais simples possivel: a propagagao se da 
no R 2 (isto e, estamos observando o fendmeno de perfll) e o espelho esta co- 
locado no eixo horizontal (veja a Figura 5.5.1) 
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Dado um raio de luz incidente na direcao do vetor (a, b)> perguntamos 
em que direcao ( c ; d) estara o raio refletido? 

Para responder a esta pergunta devemos recordar um pouco sobre as leis 
que regem a reflexao da luz em um espelho. Sao elas: 
j) O raio de luz incidente, a normal ao espelho no ponto de incidencia 
e o raio refletido estao no mesmo piano. 
ii) 0 angulo entre o raio incidente e a normal ao espelho e o mesmo que o 
angulo entre a normal e o raio refletido. 

Hi) Supondo que o espelho e perfeito, isto e, nao ha absor^ao da luz, a luz 
se reflete com a mesma intensidade que tinha na incidencia. 

No caso simples que temos, nao precisamos nos preocupar com (i) pois 
as propagates se dSo no mesmo piano. Se o comprimento do vetor in dicar a 
intensidade da luz, (iff) indica que o vetor refletido tera o mesmo tamanho que 
o incidente. Estes resultados, juntamente com («), implicam que c = a e d = -b, 
ou, em forma de matriz 




Podemos concluir, portanto, que um espelho piano atua sobre os raios 
luminosos como uma transforma^o linear E (compare com 5.2.2). 

Passe mos agora a estudar qual 6 a matriz associada a um espelho numa 
posi 9 ao um pouco mais geral (veja a Figura 5.5.2), isto e, formando um 
angulo 8 com a horizontal. 



Figura 5.5.2 




Podemos fazer este caso cair na situa 9 ao anterior considerando uma rau- 
dan 9 a de base. Tomamos a base 0 - \e\, £ 3 } on ^ e e i = (cos0, sen 9) esta na 

dire 9 ao de x' (espelho) e e 2 - (cos (y + 6), sen (y + 6) = (-sen d, cos 6) 

esta na dire^o normal ao espelho. Em relacao a esta base 
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Portanto, em rela^o a base canonica temos 




(veriflque, calculando 



e, portanto: 



26 sen 2 6 
sen 26 -cos 26 



c _ cos 26 sen 26 a 

d\ L sen 20 -cos 28 b 



A matriz poderia ser obtida diretamente simple smente observando 

o que a transforma^o linear (o espelho) faz nos vetores da base canonica 
(raios luminosos na direcao do eixo dos x e dos y). (Veja a Figura 5.5.3.) 




Note que ao colocarmos as componentes dos vetores refletidos em coiuna 
obteremos a mesma matriz que antes. 

Como podemos tratar o problema em que hajam varios espelhos e, con- 
seqiientemente, reflexoes sucessivas? Simplesmente pela composi^ao das trans- 
forma 9 oes lineares associadas a cada espelho na ordem em que ocorrem as 
reflexoes ou, em termos de matriz, pelo produto das matrizes na ordem 
correta (veja 5.4.6). 

Vamos exemplificar analisando a situa 9 ao seguinte: um feixe de luz se 
propagando na dire 9 ao do vetor (1, -1) e refletindo nos espelhos da figura: 




Em que dire 9 ao estara o feixe apos as reflexSes? 
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Para responder a isto basta utilizar a matriz de 5.5.1 com 0 - para a 
primeira reflexao eff = -y para a segunda. Temos entao (veriflque): 



1 -/3 1 / 3 



-JJ ± /5 i 



, 1 +n/3 

-< — r ~ ) 



Concluimos, entao, que o feixe estara na diregao de (- 



0 mesmo raciocinio podera ser feito quando estamos com espelhos pianos 
no espago. Fagamos um exemplo. Vamos mostrar que se tivermos 3 espelhos 
colocados dois a dois perpendiculares, qualquer feixe de luz de raios paralelos 
que incide sobre o conjunto saira paralelo a diregao de incidencia apos as refle- 
xoes (veja a Figura 5.5.4). 



Figura 5.S.4 




As matrizes associadas a cada espelho podem ser obtidas observando o que ele 
faz com cada um dos vetores da base canonica. Obtemos entao. 



o ol 1 0 ol T 1 0 0 

M, = 0 1 0 , Mj = 0 -1 0 , M 3 = 0 1 0 

0 0 lj 1.0 0 lj [0 0 -1_ 



para os espelhos I, II e ill respectivamente (verifique). Se o feixe de luz 
incidente esta na diregao {a, b, c) a diregao do feixe refletido pelo conjunto 
sera 

d ] F fl l 

e ~ M3 • M2 • Mi* b - ~b 



0 mesmo resultado sera obtido se as reflexoes se derem em outra ordem 
(M 2 M 3 M!, M1M2M3 etc.). Podemos concluir, portanto, que a diregao de saida 
e paralela e contraria a de entrada. 

A reflexao da luz (ou som) feita em espelhos nao pianos nao e descrita 
por transformants lineares. Voce vera alguns exemplos de espelhos nao pianos 
em 11.7. Aguarde! 
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5.6 EXERCI'CIOS 

1. Seja T: K-* W uma fun^ao. Mostre que: 

a) Se T e uma transformagao linear, entao r(0) = 0 

b) Se T(0) * 0, entao T nao e uma transformagao linear. 

2. Determine quais das seguintes fungdes sao aplicagoes lineares: 
tf)/:R 2 -»R 2 

(*. + y, x - y) 

b) g: R 2 +R 
(x, y) h> xy 

c) h :M 2 -*• R 



d) k:P 2 -*P i 

ax 2 + bx + c i ► ax 3 + bx 1 + cx 

e) M: R 3 -*■ R 2 

' 1 2 

(x, y, i ) h * (x, y, z) 0 -1 

1 1 

L 

f) N: R->R 

3. a) Ache a transformagao linear 7 : R 3 ->• R 2 tal que T{\, 0, 0) = (2, 0), 

r(0, 1, 0) = (1, 1) e T(0, 0, 1) = (0, -1). 

b) Encontre v de R 3 tal que 7'(v) = (3, 2). 

4. a) Qual e a transformagao linear 7\R 2 ->R 3 tal que 7’(1, 1) = (3 ( 2, 1) e 

7X0, -2) = (0, 1, 0)? 

b) Ache 7X1, 0) e T(0, 1). 

c) Qual 6 a transformagao linear 5: R 3 -► R 2 tal que 5(3, 2, 1) = (1, 1), 

5(0, 1,0) = (0, -2) e 5(0, 0, 1) = (0, 0)? 

d) Ache a transformagao linear /^R 2 -*• R 2 tal que P = 5 or. 

5. a) Ache a transformagao T do piano no piano que e uma reflexao em torno 

da reta x = y. 

b) Escreva-a em forma matricial. 

6. No piano, uma rotagao anti-horaria de 45° 6 seguida por uma dilatagao de 
V2. Ache a aplicagao A que representa esta transformagao do piano. 
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7 . Qual e a aplica?ao A que representa uma contiafao de jj seguida poi 
uma rota^ao horaria de 45 °? 

8 . Verifique qual o nucleo e imagem e suas respectivas dimensoes das transfor- 
mafoes dadas nos exemplos do pardgrafo 5.1. 

9 . Dados T\U- * V linear e injetora e u,, u 2 , ..., u*, vetores LI em U, mostre 
que {r(ui), •••> ^( u *)} ® LI. 

10. Sejant R, S e T tres transforma^oes lineares de R 3 em R 3 . 

' 1 0 1 ' 

Se [R ] = 2 1 1 e 

0-1 1 



[ 5 ] = 3 1 2 , ache 



T tal que R = S°T. 

1 ] . Sejam a - «l, -1). (0, 2)} e f . {<1, 0. -1). (0, 1, 2), 0. 2, 0)} !»*. * 

R 2 e R 3 respectivamente e 

' 1 0 

mg = 1 1 

!_ o -i 

a) Ache T. 

b) Se S(x, y) = (2 y, x - y, x), ache [S]£. 

c) Ache uma base y de R 3 tal que [T]^ = 

12. Se [R] = 3 e [S] =21 1 ’ ache R ° S ' 

13. Se R{x, y) = ( 2x , x - y, y) e S(x, y, z) = (y - 2 , 1 - x), 

a) Ache [/?°S]. 

b) Ache [So/?]. 
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14. Seja V o espa 50 vetorial de matrizes 2X2 com base 

J f 1 ° l r o iiffl oi r o on 



o 0,0 0, 1 0, 0 1 



Se T: V - R 2 e dada por T ^ jj = (a + d, b + c), 
a) Ache [rf onde a e a base canonica de R 2 . 



Se S:R 2 V e [Sjg 



2 1 

1 -1 
-1 0 

0 1 



b) Ache S e, se for possivel, (a, b) tal que S(a, b) = 



0 1 . 



15. Seja 7-:R 2 - R 2 tal que [T] 

a) T( u) = u 

b) T(\) = -v 



. Ache os vetores u, v tal que 



1 6. Mostre que se T: V W £ uma transforma 9 ao linear, 

a) Im(T) 6 um subespa^o de W. 

b) ker(T) e um subespa 9 o de V. 

17. Sejam S e T aplica 90 es lineares de V em W. Definimos S + T como 

(S + T)\ = S'(v) + T(v) para todo v E V e definimos aS como (aS)v = 

= a • £(v) para todo a € R e v E V. 

a) Mostre que S + T e uma transforma 9 ao linear de V em W. 

b) Mostre que aS e uma transforma 9 ao linear de V em W. 

c) Mostre que X - {7 1 ) T: V-> W} e um espa 90 vetorial sobre R. 

d) Suponha que dim V = 2 e dim W = 3. Tente procurar dimX. 

18 . No Exercicio 11 determine ker T y Im T y Im S y her S e comprove a validade 
dos teoremas 5,3.9 e 5.4.5 para estas transforma^es. 

19 . Considere a transforma 9 ao linear 

r;R 3 ->R 3 dada por T{x, y> z) = (z, x-y, - z), 

a) Determine uma base do nucleo de T. 

b) De a dimensao da imagem de T. 

c) T 6 sobrejetora? Justifique. 

d) Fa 9 a um esbo 90 de ker T e Im T. cilncla? i 
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20. De, quando possi'vel, exemplos de transforma^oes lineares T, S, L, M e H 
satisfazendo: 

a) T : R 3 -+ R 2 sobrejetora 

b) S :R 3 -*■ R 2 , com ker S = {(0, 0, 0)} 

c) L : R 3 -*■ R 2 , com Im L =J(0, 0)} 

c/)Af:R 2 -*■ R 2 , com kerM= {(x, y) € R 2 ; x = y} 

e) H : R 3 -> R 3 , com ker II = {(x, y, z) e R 3 ; z = -*} 



21. Seja P 3 - conjunto dos polinomios com grau menor ou igual a 3, e 

T:P 3 -i> 3 

f -*f‘ (derivada) 

a) Mostre que P 3 e urn espa^o vetorial de dimensao 4. 

b) Mostre que T e uma transforma^ao linear. 

c) Determine ker T e ImT e encontre uma base para cada urn destes 
subespa90s vetoriais. 



22. Seja D :P 3 -* P 3 

fv+f" (derivada segunda) 

Mostre que D e linear e determine uma base para ker D. 

23. Sejam a = {(0, 2), (2, -1)} e 0 = {(1, 1, 0), (0, 0, -1). (1, 0, 1)} bases 
de R 2 e R 3 . 




De a expressao para S(x, y). 



24. Seja 

*0 l] 0 0 0 

A = 0 2 B = 12 1 

0 1 L -1 0 °. 

Encontre ker T A , ImT A . kerT g , Im T^ker (T g oTJ Im(? B oTJ. Determi- 
ne bases para estes seis subespa^os. 
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25. Seja T : R 2 -> R 2 uma reflexao, atrav^s da reta^ = 

a) Encontre 7\x, y ). 

b) Encontre a base ade R 2 , tal que [Tf£ = 

26. Seja T : R 3 -*• R 3 onde T(v) 6 a proje^ao do vetor v no piano 
3 * + 2y + z ~ 0 . 

a) Encontre 7XX, y, z). 

b) Encontre uma base ordenada 0 de R 3 , tal que 

1 0 0 

0 0 0 

0 0 1 



27. Seja L : R 3 -*■ R 3 onde Lea reflexao atraves do piano 
3x + 2y + z = 0. 

a) Encontre L(x, y, z). 

b) Encontre uma base ordenada y de R 3 , tal que 

1 0 0 

mz =oio 
I 0 0-1 



28. Encontre a expressao da transformafao linear T : R 3 R 3 q U e 6 uma 
rotafao de rr/3 em tomo da reta que passa pela origem e tem a dire9ao 
do vetor (1, 1, 0). 



*29. Um espelho piano esta apoiado em uma parede vertical formando urn an- 
gulo de 30° com ela. Se um feixe de luz de raios paralelos for emitido ver- 
ticalmente (do teto para o chao) determine a dire9ao dos raios refletidos. 
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*30. Urn espelho piano triangular e apoiado no canto de uma sala da forma des- 
crita na figura abaixo. 




Em que dire^ao sera refletido urn feixe de luz de raios paralelos emitidos 
verticalmente de cima para baixo? 

5.6.1 Respostas 

3. a) T(x, y, z) = (2x + y, y - z) 
b) v = (x, 3 - 2x, 1 - 2x) 

, . . . r x ro 1 1 r 

s. a) T(x, y) = (y, x) b ) y i > I t 0 j 

7. ,) = 

0 2 -2 1 

13. a) [RoS] =11-2 b) [SoR] = 

-1 0 1 

15. a) v = (x, -x) b) v = (x, 0) 

17. d) dim JT = 3 X 2 = 6 

19. o) ker T = [(1, 1,0)] base = {(1, 1,0)} 

b) dim Im T - 3 - dim ker T = 2 Veja (5.3.9). 

c ) Nao. dim Im T = 2. 
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21. a) (Veja Exemplo 4 de 4.2.2) base deste espaco: fl x x 1 x 3 } 

b) (Veja Exemplo 5 de 5.1.2) 

c) ker T = {R(x) = k (constante)} base: {1} 

ImT = {R(x) = ax 1 + bx + c, a, b, cE R} base: (l,x, x 1 } 

23. S(x, y) = (y |x, y +^-, -3x - 2 y). 

24. kerT B = {x, y, z) E R 3 , x = 0 e z = 2y) base: (0, 1,-2)} 
lm T g = [(0, 1,0), (0, 1,-1)] base: {(0, 1,0), (0, 1,-1)} 
kerT A = [(1,0)] Im T A = [(1,2, 1)] 

kerT B oT A = tO- 0)1 Im T b o T a = [(0,0,1)] 

25. a) T (x, y) = -j- (- 4x + 3y, 3x - 4/) 

b) a pode ser qualquer base (v,, v 2 } tal que v, perte^a a reta e v, e v 2 sejam 
perpendiculares, por exemplo, a = {(1, 3), (-3, 1)} 

27. a)T(x,y,z ) = -y- (- 2x - 6y - 3z, -6x + 3y - 2z, -3x - 2y + 6z) 

b ) 7 P ode se r qualquer base (v lf v 2 , v 3 }do R 3 tal que v, e v 2 pertensam 
ao piano e v 3 seja normal ao piano dado, Por exemplo, y = {(10-3) 

(0, 1,-2), (3,2, 1)}. ’ ’ * 



Leituras Sugeridas e Referenda* 
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6.1 INTRODUpAO 

Dada uma transformagao linear de um espago vetorial nele mesmo, T : V 

gostariamos de saber que vetores seriam levados neles mesmos por esta trans- 
formagao. Isto e, dada T:V-*V, quais sao os vetores v e V tais que T{y) = 

- v ? ( v e chamado vetor fixo), Tentaremos elucidar esta questao, considerando 
algumas transforma 9 oes que ja foram estudadas no capitulo anterior. 

6.1.1 Exemplos 
Exemplo 1: 

/: R 2 -► R 2 (Aplica^o identidade) 

(x,y)»(x,y) 2 

Neste caso, todo R 2 e fixo uma vez que I(x,y) - para todo (x,y)£ R 

Exemplo 2: 

r x : R 2 -► R 2 (Reflexao no eixo-x) 

( x , y) ^ ( x , -y) ou 
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Geometricamente 




Intuitivamente podemos notar que todo vetor pertencente ao eixo-x 6 mantido 
fixo pela transforma^o r x . De fato: 




ou seja, r x (x, 0) = (x, 0). 

Ainda mais, estes vetores sao os unicos com esta propriedade, visto que, 
procurando vetores !~*1 tais que 




cai'mos no seguinte sistema: 

j x+ 0y = x 

1 Ox - y - y 
ou 

r x = x 

L -y = y 

As unicas solu 9 oes deste sistema sao vetores do tipo (x, 0), ou seja. sao os 
vetores pertencentes ao eixo-x. 
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Exemplo 3: 

N: R 2 -+ R 2 (Aplica^ao nula) 

(x f y)»(0, 0 ) 

Neste caso, o unico vetor que e fixo pela aplica^o dada e o vetor nulo, 

N(0, 0) = (0, 0). 

Passaremos agora para o seguinte problema: Dada uma transforma^ao 
linear de um espa^o vetorial T\V V, estamos interessados em saber quais 
vetores sao ievados em um multiple de si mesmo; isto e, procuramos um ve- 
tor v E V e um escalar X E R tais que 

r(v) = Xv 

Neste caso 7\v) sera um vetor de mesma “dire^o” que v. Por vetores de mes- 
ma “dire^ao” estaremos entendendo vetores sobre a mesma reta suporte. 

Como v = 0 satisfaz a equa^ao para todo X, estaremos interessados em 
determinar vetores v ^ 0 satisfazendo a condi 9 ao acima. O escalar X sera cha- 
mado autovalor ou valor caracteristico de T e o vetor v um autovetor ou ve- 
tor caracteristico de T. Vamos formalizar este conceito. 

Passaremos doravante a dar a designagao usual de operador linear para 
uma transforma^ao linear T\V ^ V (de um espa^o vetorial nele mesmo). 

6.1.2 Definicao: Seja T:V -► V um operador linear. Se existirem v E F, 
v ^ 0, e X E R tais que Tv = Xv, X e um autovalor de T e v um autovetor 
de T associado a X. 

Observe que X pode ser o numero 0, embora v nao possa ser o vetor 
nulo. Daremos a seguir exemplos de como calcular autovalores e autovetores, 
usando a defini^ao. 



6.1.3 Eremplos 

Exemplo 1 : 

T: R 2 -> R 2 
vh> 2v 






Neste caso, 2 e um autovalor de T e qualquer (x, y) ^ (0, 0) e um autovetor 
de T associado ao autovalor 2. Observe geometricamente: 



Autovalores e Autovetores 181 




De um modo geral toda transforma 9 ao 

7\ R 2 -> R 2 
v av, a ^ 0 

tern a como autovalor e qualquer (x, v) =£ (0, 0) como autovetor corresponden- 
te. Observe que 7\v) 6 sempre um vetor de mesma dire 9 ao que v. Ainda mais, 
se: 

0 a < 0, T inverte o sentido do vetor. 

ii) | a | > 1 , T dilata o vetor. 

iii) | a | < 1 , T contrai o vetor. 

iv) ft = 1, Te a identidade. 

Exemplo 2: 

r x :R 2 -► R 2 (Reflexao no eixo-x) 

(*> y)» (x, -y) 




Os vetores da forma 




sao tais que 




Assim, todo vetor (0, y), y i= 0, £ autovetor de r x com autovalor X = -1. 
Como ja vimos no Exemplo 2 da se 9 ao 6.1.1 os vetores (*, 0) sao fixos por 
esta transforma 9 ao, 0) = 1(*, 0), ou seja, (x, 0) sao autovetores corres- 
pondentes ao autovalor 1. 



182 Algebra linear 




Figura 6.1.3 



Exemplo 3: 

T: R 2 -»R 2 (Rota9ao de 90° em torno da origem) 
(x, y) *+ (~y, x) 



0 -1 
1 0 



Note que nenhum vetor diferente de zero d levado por T num multiplo de si 
mesmo. Logo, T nao tem nem autovalores nem autovetores. 

Este e um exemplo de que nem todo operador linear possui autovalores 
e autovetores. Este fato sera comentado melhor posteriormente (veja o Exemplo 
2 de 6.2.2) 

Exemplo 4 : 



Seja A 



Entao A • 



2x + 2y 



e T a ( x , y) = (2x + 2 y, y). 

Para procurar os autovetores e autovalores de T A resolvemos a equa9ao 
7^(v) = Av ou 



2x + 2 y ^ x 



Assim, temos o sistema de equa9oes 
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r 

4 2x + 2y = Ax 

y = \y 

Consideremos os casos quando i) y 0 e ii) y - 0. 

0 Se y jz 0, entao da segunda equa9ao A = 1 . 

Logo 2x + 2y = x e y = - ^ x. Obtemos assim, para o autovalor 

A = 1, os autovetores do tipo (x, - ~ x), x ^ 0. Em outras palavras, 

como T(x , x) - 1 (x, os vetores sobre a reta x = -2 y sao 

mantidos fixos pela transforma9ao T, 

ii) Se y = 0, x deve ser diferente de 0, pois senao o autovalor (x, y) seria 
nulo, o que nao pode acontecer pela defin^ao de autovetor. Da primei- 
ra equa9ao, 2x + 0 = Ax ou A = 2. Portanto, outro autovalor e 2 e qual 
quer vetor nao nulo (. x , 0) e um autovetor correspondente. Entao, todos 
os vetores sobre o eixo-x sao levados em vetores de mesma dire9ao’ 

T(x f 0) = (2x, 0) ou 7T(v) = 2v. 

Temos assim, para esta transforma9ao 7\ autovetores ( x , - — x), 

x ¥= 0, associados ao autovalor 1 e autovetores (x, 0), x ^ 0, associados ao 
autovalor 2. Todos os outros vetores do piano sao levados por T em ve- 
tores de dire9oes diferentes. 

6.1.4 Teorema: Dada uma transforma9ao T:V^ V e um autovetor v 
associado a um autovalor A, qualquer vetor w = av (a 0) tamb^m e autove- 
tor de T associado a A. 

Observe isto nos exemplos e mostre que em geral isto e yalido. Mais 
ainda, mostre que o conjunto formado pelos autovetores associados a um auto- 
valor A e o vetor nulo e um subespa90 vetorial de V, isto e, = 

= {v E K:7Xv) = Av} e subespa9o de V. (Veja o Exercicio 20 da sec9ao 6.3). 
Vamos dar um nome a este subespa90. 

6.1.5 Definipao: 0 subespa90 = (v E V:7\v) = Av} e chamado o 
subespago associado ao autovalor A. 

As no9oes de autovetor e autovalor de uma transforma9ao linear (ou 
matriz) sao fundamentais por exemplo em Fi'sica Atomica porque os niveis de 
energia dos atomos e moleculas sao dados por autovalores de determinadas ma- 
trizes. Tambem o estudo dos fenomenos de vibra9ao, analise de estabilidade de 
um aviao e muitos outros problemas de Ftsica levam a procura de autovalores e 
autovetores de matrizes. 



184 ALGEBRA LINEAR 



No Capitulo 12 voce tera uma ideia de como as no 9 oes de espa?o veto- 
rial autovalores e autovetoies sao utilizadas na reso^do de sistemas de equa- 
coe's diferenciais, e muitas situates fisicas sao descritas por urn sistema de 
equa 9 oes diferenciais. (Veja o Exemplo 3 de 12.2.1 e os Bwcma.de 12AJ 
Outra aplica 9 ao importante que estamos visando e a classifica^o 
cas e quadricas que sera vista no Capitulo 11. Neb, autovalores e autovetores 
serao usados para ' , normalizar” formas quadraticas. Mais especificament 
serao usados para encontrar mudan 9 as de referencial que permitam identmc 
quais as figuras geometricas que represen tam certas equa^oes no piano e no 

espa 90 . 

6.1.6 Autovalores e Autovetores de uma Matriz 

Dada uma matriz quadrada, A, de ordem n, estaremos entendendo por 
autovalor e autovetor de A autovalor e autovetor da transforn^ao linear 
T - r" _► r" associada a matriz A em rela 9 ao a base canomca isto e, 

7^(v) = A • v (na forma coluna). Assim, urn autovalor X £ R de A, e urn 
autovetor v E R", sao soh^oes da equa 9 ao A • v = Xv, v ± 0. 

Exemplo-. Dada a matriz diagonal 




e dados os vetores ei = (1, 0, ..., 0), e 2 - (0, 1, 0, — > 0), •••> e n 
= (0, 0, 0, 1), temos 



A • e ( 



fl n 

0 

= a n e, e em geral. 



0 



A . e/ = a ifil . Entao, estes vetores da base canonica de R" sao autovetores 
para A, e o autovetor e, e associado ao autovalor a,-,-. 



Veremos na prbxima sec 9 ao que dada uma transforma 9 ao linear 
T- V-+ V e fixada uma base 0 podemos reduzir o problema de encontrar 
autovalores e autovetores para T a determina 9 ao de autovalores para a matnz 

K 
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6.2 POLINOMIO caracteristico 

Observamos nos exemplos da se^ao anterior que se nos basearmos nas defini- 
^oes de autovalor e autovetor, para efetuar os calculos que determinant seus 
valores, estaremos adotando um procedimento muito complicado. Por isto va- 
mos procurar um metodo pratico para encontrar autovalores e autovetores de 
uma matriz real A de ordem n. Faremos um exemplo para o caso em que 
n = 3, e em seguida generalizaremos para n qualquer. 

Exemplo : 




Procuramos vetores v 6 R 3 e escalares X <E R tais que A * v = Xv. Observe 
que se I for a matriz identidade de ordem 3, entao a equa^ao acima pode ser 
escrita na forma Av - (XI)v, ou ainda, (A - Xl)v = 0. 

Escrevendo explicitamente 




X 0 
0 X 
0 0 






Temos entao a seguinte equa^ao matricial: 




Se escrevermos explicitamente o sistema de equates lineares equivalente a esta 
equa^ao matricial, iremos obter um sistema de tres equa9oes e tres incognitas. 
Se o determinante da matriz dos coeficientes for diferente de zero, saberemos 
que este sistema tern uma unica solu^ao, que e a solucao nula, ou seja x = 

= y = z = 0. (Veja a observa^ao final de 3.7.2.) Mas estamos interessados em 
calcular os autovetores de A, isto e, vetores v =£ 0, tais que (A - XI)v = 0. 
Neste caso det(A - XI) deve ser zero, ou seja 

4 - X 2 0 

-1 1 - X 0 =0 

0 1 2 - X 
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E -To'* um^poiinomio e m X. Erie pollnomto t ctama- 

do o polinomio caractenstico de A. Continuando a resolute, temos 

^ Loco X = 2 e X = 3 sao as raizes do polinomio caractenstico de A, e 
portanto os autovalores da matriz A sao 2 e 3. Conhecendo os aut °^ °^ eS 
podemos encontrar os autovetores correspondentes. Resolvendo a eq 9 
Av = Xv, para os casos: 

0 X = 2 

4 2 ol[x1 M ( 4x + 2y \f 

-> 1 0 y ‘ 2 y . ~\ x * y y ^ z \i 

0 1 2 Jl z J L z J l y 

A terceira equa 9 ao implica que y = 0 e por isso vemos na segun^que^^ 
x = 0. Como nenhuma equa^ao impoe uma restri 9 ao em , besDaC0 

associados a X = 2 sao do tipo (0, 0, z), ou seja, pertencem ao subespa9 

[(0, 0, 1)]. 
if) X = 3 

Resolvendo a equa$ao Av = 3v, temos 

"4.x + 2 y - 3* 

* -jc + y = 

L y + 2z = 3z 

Tanto da primeira equa 9 ao quanto da segunda vemos que x = -2y e da 
terceira vem z = y. Os autovetores associados ao autovalor X = 3 sao d 
tipo (-2 y, y, >>), ou seja, pertencem ao subespa 90 l( 2, 1, UJ- 

621 O que fizemos nesle exemplo com uma matriz A de ordem 3, po- 
de set generalizado. Seja A uma matrix de otdem Qu«« sao OS autovalores 
e autovetores cotrespondentes de A? Sao exatamente aqueles que mtefazem 
equacao Av = X, ou A. ■ (Xl)v ou ainda (A - XI). - 0. Escevendo esta 
equa^ao explicitamente, temos 

Escrevendo esta equa^ao explicitamente, temos 

T.n-X d\2 

<*2\ a 22 

a n\ a n2 
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Chamemos de B a primeira matriz acima. Entao B • v = 0. Se detB ^ 0, sa- 
bemos que o posto da matriz Bene portanto o sistema de equagoes lineares 
homogeneo indicado acima tern uma unica solu^ao. Ora, como x j = x 2 = ... = 

= * n = 0 (ou v = 0) sempre e solu 9 ao de um sistema homogeneo, entao esta 
unica solu^ao seria a nula. Assim, a unica maneira de encontrarmos autoveto- 
res v (solugoes nao nulas da equa^o acima) e termos detB = 0, ou seja, 

det(A - XI) = 0. 

Impondo esta condi^ao determinamos primeiramente os autovalores X que 
satisfazem a equa^ao e depois os autovetores a eles associados. Observamos que 

a ii - X ... a ln 

P(\) = det(A - XI) = det . 

a n l *•* a nn 

e um polinomio em X de grau n. 

P(X) = (an - X) ... (a nn - X) + termos de grau < n f e os autovalores 
procurados sao as raizes deste polinomio. P(X) e chamado polinomio caracteris - 
tico da matriz A. 

Consideremos mais alguns exemplos para fixar melhor o processo envol- 
vido no calculo de autovalores e autovetores atrav^s do polinomio caracteris- 
tico. 

6.2.2 Exemplos 

Exemplo 1: 

A = 



det (A - XI) = det 

= (-3 - X) (2 - X) +4 
= X 2 + X - 2 = P(\). 

P(X) = 0 => (X - 1) (X + 2) = 0 ou X=1 ou X = - 2. 

Entao os autovalores de A sao I e -2. Procuramos agora os autovetores asso- 
dados. 
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«) A = 1 
Temos 



Logo 




-3x + 4 y _ x f -4x + 4y = 0 

-x + 2 y ~ y ’ \ -x + y = 0 

Entao, temos que x = y. 

Portanto os autovetores associados a A = 1 sao os vetores v = (x, x), 
x ^ 0. 

h) A = -2. 





-3x + 4y 
-x + 2y 




Entao 



-x + 4y = 0 
-x + 4y = 0 



ou x = 4y. 



Os autovetores correspondentes ao autovalor A = -2 sao da forma 
v = (4 y, y), y ± 0 (ou v = (x, -J-x)). 




Figura 6.2.1 



As retas acima sao “invariantes” em rela 9 ao a esta aplica^ao. 



Auto valorem 
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Exemplo 2: 




-\ 

^3 



P( A) = det(A - AI) = det 



VT-A -1 
1 >/3-A 



= (VT - A) 2 + 1 

= A J - 2>/3 A + 4. 



P(X) = 0 nao admite raiz real (A = -4), logo a matriz A nao admite autova- 
lores (nem autovetores). lsto significa que a transforma^o dada pela matriz A 
nao preserva a dire 9 ao de nenhum vetor. T A (v) ^ Xv, v ^ 0. 
Geometricamente, como 






J ~. 3 ^ 

2 2 

_L 

2 2 



2 0 cos 30° -sen 30° 

0 2 J [sen 30° cos 30° J, 



a transforma 9 ao T A dada pela matriz A e uma rota 9 ao de 30° composta com uma 
dilatagao. 



T a (x , y) = (V3 x - x + y/1 y ) 

r A (l, 0) = (VT, 1) e r A (0, 1) = (-1, y/3 ). 




Figura 6.2.2 
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6.2.3 Observagao 

Observe que se estivessemos trabalhando com um espago vetorial complexo 
(isto e, os escalares sao numeros complexos), o polindmio caracteristico P{\) = 
- \ 2 - 2>/3 A + 4 do exemplo anterior teria as raizes A = V3 + / e A = 

= >/3 - i. Os autovetores encontrados, da mesma maneira que no caso real, 
sao do tipo (x, -ix) e (x, ix) respectivamente. Assim, toda aplicagao linear so- 
bre espagos vetoriais complexos sempre admite autovalores, uma vez que seu 
polinomio caracteristico sempre admite raiz. Neste caso nao se tern a visao 
geometrica de autovetor como vetor que tern sua diregao preservada pelo ope- 
rador. Veremos no Capitulo 12 que autovalores e autovetores complexos apa- 
recem na resolugao de um sistema de equagoes diferenciais, provindo de uma 
situagao real. 

6.2.4 Vamos apresentar agora duas matrixes que tern o mesmo polinomio 
caracteristico e, portanto, os mesmos autovalores, pordm, com autovetores di- 
ferentes. Alem disso, vamos resolver os sistemas de equagoes lineares que nos 
dao os autovetores usando matrizes escalonadas. 



6.2.5 Exemplos 

Exemplo l : 

3 0 -4~1 3 -A 0 -4 

A = 0 3 5 e A - AI = 0 3-A 5 

0 0 -1 0 0 -1 - A 

_ — 

Entao, P(X) = det(A - XI) = (3 - X) 2 (-1 - X). 

Os autovalores de A sao X] = 3 e \j = -1. 

/) Autovetores associados a Xi = 3 



3 

0 



0 

3 

0 





C C 

3x -4 z = 3x -4z = 0 

* 3y + 5z = 3y =* * 5z = 0 

-z = 3z ^-4z = 0 

Matriz ampliada do sistema: 

"o o -4 ol To o i o~| fo 0 1 0 

00 50-00 50-0000 

0 0 -4 oj |_0 0 -4 oj |_0 0 0 0_ 
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A solu^ao e: z = 0 e x, y quaisquer. 

Portanto os autovetores sao do tipo v = (x, y, 0). 

ii) Autovetores associados a X 2 = -1. 



3 0 -4 x 

0 3 5 y 

0 0-1 z 



3x - 4z = -x 
3y - 5z= -y 



- 4z = 0 
4y - 5z = 0 
0 = 0 



Matriz ampliada do sistema: 



4 0-40 

0 4-50 

0 0 0 0 



10-10 
0 4-50 

0 0 0 0 



10-10 

0 1^0 

4 

0 0 0 0 



Oz = 0 



Solu?ao: x = z, y = z, z qualquer. 

Os autovetores sao do tipo v = (z,-j z, z), z # 0. 



Exemplo 2: 



3 -3 -4 

A = 0 3 5 

0 0-1 



AX) = 



-4 

5 = (3 - X) 2 (-1 - X). 

-1 -X 



Observe que este polinomio e o mesmo que o do exemplo anterior. Entao os 
autovalores sao X| = 3 e Xj = -1. 



192 ALGEBRA LINEAR 



/) Para X] =3 



3-3-4 x 
0 3 5 y 

0 0-1 z 



3x - 3y - 4z = 3x 
3y + 5z = 3 y 
-z = 3z 



■3y - 4z = 0 
5z = 0 
- 4z = 0 



0-3-40 
0 0 5 0 

0 0-40 



0 0 5 0 

0 0-40 



0 10 0 
0 0 10 
0 0 0 0 



T 0 
1 0 
-4 0 



y = 0, z = 0, x qualquer. 

Os autovetores sao do tipo v = (x, 0, 0), x # 0. 



it) Para X 2 = -1 



3x - 3y ~ 4z = -x 
3y + 5z = -y 



4-340 
0 4 5 0 

0 0 0 0 



4 5 0 

0 0 0 



4x - 3y - 4z = 0 
4y + 5z = 0 
0 = 0 



0 0 0 



g j _5_ q e vemos que 

4 

0 0 0 0 



x = z, y = - T z, z qualquer. 

31 5 

Os autovetores sao do tipo v = (- — z, -z, 2 ), z ^ 0. 
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6.2.6 Nesta sec 9 ao definimos polinomio caractenstico de uma matriz, 
ou seja, da transforma^ao linear 7: R" -> R * a e j a associada como em 6.1.6. 

Podemos estender este conceito para qualquer transforma 9 ao linear 
T:V-* V , partindo do seguinte argumento. 

Seja 0 uma base de V, entao temos as equi valencias: 



7v = Xv <=> 








det ([r£ - X/ ) = 0 



Observamos que a ultima condi^ao e dada por 7(X) = 0 onde 7(X) 6 o poli- 
nomio caractenstico da matriz [T]& conforme o conceito dado em 6.2.1. 

Neste caso 7(X) tambem sera chamado polinomio caractenstico da transforma- 
gdo T e suas raizes serao os autovalores de T. O fator fundamental nesta defi- 
ni^ao e sua independence da base 0 escolhida. 

De fato, seja a uma outra base de V e A = [ 7]£ . Entao (veja 5.4.10), 



det '(L T]^ - X/) = dct (A{TfpA~' - MIA' 1 ) = det [X([ - X/) • A' 1 ] 

= det (A) • det ([ rf & - X/) - det (/T 1 ) = det (| rjJ - X/) = P(k). 



6.2.7 Exemplos 

Exemplo 1: Seja T: R 2 -> R 2 dada por T(x, y) = (-3* + 4 y, -x + 2y). 
Procuremos seus autovalores e autovetores. Notemos que se a e a base cano- 
nica de R 2 

= I] 2 portanto ’ 

podemos dar o polinomio caractenstico de 7 como 7(X) = det ([ 7]® - X/). 
Voce pode agora concluir o exemplo copiando de 6.2.2 — Exemplo 1. 

Exemplo 2: Seja 7* o espa^o vetorial dos polindmios reais de grau me nor 
ou igual a um e seja T: P x P\ a transforma 9 ao linear que leva o polinomio 
1 + x em 5 + 2x e o polinomio 4 + x em -2 • (4 + x). Note que Wj - 1 + x e 
w 2 = 4 +jc sao vetores LI, e portanto formam uma base a de P l e portanto 
T esta bem definida. Observe ainda que 7(Wi) = w t + w 2 e 7(w 2 ) = -2w 2 . 
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Portanto [T\* = j • 

0 polinomio caractenstico e P(X) = (1 -X)(-2-X) e os autovalores serao, por- 
tanto, X* = 1 e X 2 = -2. Calculemos os autove tores associados: 

0 IT]* • [v] a = l[v] a o que implica [v] a = e R 

I‘0 [v] a = -2[v] a o que implica [v] a = ^ ^ E R 

Assim, os autove tores associados a Xi = 1 sao da forma 
v = awi + 3avt 2 ~ 13a + 4ax, Va 
Ainda, os autove tores associados a X 2 = -2 sao da forma 
v = 0 • Wj + &w 2 = 4 b + bx 

6.2.8 Vamos aproveitar os exemplos de 6.2.5 para introduzir o conceito 
de multiplicidade de urn autovalor. Chamamos de multiplicidade algebrica de 
um autovalor a quantidade de vezes que ele aparece como raiz do polinomio 
caractenstico. No Exemplo 1 de 6.2.5 o autovalor Xi = 3 tern multiplicidade 
algebrica igual a 2. (Ou ainda, 3 6 uma raiz dupla do polinomio caractenstico.) 

No Exemplo 2 o autovalor Xi ^3 tern multiplicidade algebrica 2. 

Observe que no Exemplo 1 encontramos para o autovalor Xi = 3 autove- 
tores do tipo v = (x, y, 0). Note que {(x, y> 0) € R 3 ; x, y € R} = 

= {x( 1 , 0, 0) + y{ 0, 1, 0) :x, ye R] = [(1, 0, 0), (0, 1, 0)] e portanto a 
dimensao deste subespa^o associado ao autovalor Xi = 3 e 2 (dois vetores LI). 
Neste caso dizemos que a multiplicidade geometrica de Xi = 3 £ 2. Mais pre- 
cisamente, a multiplicidade geometrica de um autovalor X 6 a dimensao do 
subespa^o de autovetores associados a X. No Exemplo 2, o auto- 
valor X, = 3 tern multiplicidade geometrica 1, visto que a dimensao de 
{(x, 0, 0); x E R} = {x(l, 0, 0); x E R) = [(l y 0, 0)] e 1. Observe ainda 
que se a multiplicidade algebrica de um autovalor for 1 , a multiplicidade geo- 
metrica sera necessariamente igual a 1. 

6.3 EXERCfCIOS 

1 . Seja T : R 2 -► R 2 

Og y)*+(y, ly)- 

Mostre que X = 2 e um autovalor de T e vetores da forma (x, 2x) sao os 
autovetores correspondentes. 
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Ache os autovalores e autovetores correspondentes das transform a^oes linea- 
res dadas: 

2. T : R 2 -*► R 2 tal que T(x, y) (2 \y i x) 

3. T : R 2 -+ R 2 tal que T(x, y) = ( x + y> 2x + y) 

4. T: R 3 ^R 3 tal que (x r y, z)» (x +>>, x -y + 2z, 2x+y-z) 

5. T:P 2 -+P 2 tal que T(ax 2 + bx + c) = ax 2 + cx + b 

6. T :M 2 -+M 2 tal que A>-> A' (Isto e, T e a transforma^ao que leva uma 

matriz na sua transposta,) 

7. T : R 4 R 4 tal que T(x, y, z t tv) - (x f x + y 9 x + y + z, x +y + z + w) 

8. Encontre a transforma^o linear T : R 2 -► R 2 , tal que T tenha autovalores 
-2 e 3 associados aos autovetores (3y, y) e (-2 y, y) respectivamente. 

Ache os autovalores e autovetores correspondentes das matrizes: 
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-1 -2 0 

19. Seja A = 0-1 1 

1 0 0 



Quais sao os autovalores e autovetores de A de 



um espa^o vetorial: 

a) Real b) Complexo 

20. Se X c autovalor da transforma^o linear T : V V e v e um autovetor asso- 
ciado a ele, mostre que 

a) k\ 6 outro autovetor associado a X se k ^ 0. 

b) 0 conjunto formado pelos autovetores associados a X e o vetor nulo e 
subespa^o de V. 

21. Suponha que e X 2 sejam autovalores distintos e diferentes de zero de 
T : R 2 -> R 2 . Mostre que 

a) Os autovetores V] e v 2 correspondentes sao LI. 

b) 71^) e 7Xy 2 ) sao LI. 



22. Seja A 



a) Ache os autovalores de A e de A 1 
h) Quais sao os autovetores correspondentes? 

23. Suponha que X seja autovalor de T:V-+V com autovetor v e a um numero 
nao nulo. Ache os autovalores e autovetores de a T. 

24. Suponha que v E V seja autovetor de T : V -► V e 5 : V V, ao mesmo 
tempo com autovalores Xi e X 2 respectivamente. Ache autovetores e auto- 
valores de 

a) S + T. b) SoT. 



25. Seja T : V -> V linear 

a) Se X = 0 e autovalor de T , mostre que T nao e injetora. 
h) A reci'proca 6 verdadeira? Ou seja, se T nao € injetora, X = 0 e autova- 
lor de T? 



1 3 1 

e B = 0 2 0 

0 0 3 



26. Sejam A - 0 -1 1 

0 0-1 



matrizes inversiveis. 

a) Calcule AB e BA e observe que estes produtos sao distintos. 

b) Encontre os autovalores de AB e os de BA. O que voce observa? 
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c) Encontre os autovetores de AB e os de BA. O que voce nota? 

d) Motivado pelos itens anteriores, mostre que: se A e B sao matrizes in- 
versiveis de mesma ordem, os autovalores de AB e BA sao os mesmos. 
Mostre mais ainda: se X I e um autovalor de AB com autovetor v, entao 
Xj 6 autovalor de BA com autovetor Bv. Da mesma forma, se X 2 e um 
autovalor de BA com autovetor w, entao X 2 e autovalor de AB com 
autovetor Aw. 



6.3.1 Respostas 

3. X, = l+v'T.v, = (x, X 2 = \-yJl,y 2 = (x,-\/2x) 

5. X = 1, v = ax 2 + bx + b 

7. X = 1, v = (0, 0, 0, w) 

8. T(x, y) = (-6 y, -x +y) 

9. X, = 1, v, = (x, 0); X 2 = -1, v 2 = (-y, y) 

11. X = 1, v = (x, 0, 0) 

13. Xj = 1 , V| = (-y, y> 0)', X 2 = -1 , v 2 = (jc, 2x , - x ), X3 = 3, V3 = (x, 0, x ) 

16. Xi - 4, v, = (y - z, y, z); X 2 = -2, v 2 = (x, 0, x) ou Xj = 4, 

v, = O', y, 0); X 2 = 4, v 2 = (-z, 0, z); X 3 = -2, v 3 = (x, 0, x) 

17. X, = -3, v, = (2 y - 7z, y, z); = 9, v 2 = (x, x, x) 

18. X, = 1, Vl = (0, y, 0, -y)\ X 2 = -1. v 2 = (x, 0, -2x, 0); X 3 = 6, 

v 3 = (x, 0, 4x, 0) 

19. a) X = -2, v =• (2x, x, -x) 

b) X, = -2, v, = (2x, x, -x); X 2 = i, v 2 = [(-1 + i)y, y, (1 + i)y\\ 

X 3 = -i, v 3 = [(-1 -i)y, y, 0 ' *>] 

22. a) Os de A sao -1 e 2; os de A' 1 , -1 e|, 

b) Os de B sao (-2 y, y) e (x, 2x); os de A’ 1 , (-2 y, y) e (x, x) 

23. Auto valor a A com autovetor v. 
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25. a) Como A = 0 6 autovalor, existe v-# 0 tal que Tv = 0 • v = 0. 

Entao TO = 0 e 7V - 0. Portanto, T nao 6 injetora. 

b) Como T nao € injetora, existe v =£ w tal que 7V = 7W. 

Entfo TV - Tw = 7Tv - w) = 0 = 0 ■ (v - w). Portanto, 0 6 autovalor 
de T com autovetor v - w. 

26. b ) Sio iguais. Xi = 1, X 2 = -2, X 3 = -3 

c) Sao diferentes. Vi = (jc, 0, 0), v 2 = ( y y> y> 0), v 3 =(|z, -2z, z) 
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DIAGONALIZACAO DE 
OPERADORES 



No Capi'tulo 5 foram introduzidas as aplicagoes lineares e as matrizes a elas 
associadas. Nosso objetivo neste capi’tulo sera encontrar uma base do espago 
vetorial na qual a matriz de urn determinado operador linear seja a mais sim- 
ples possivel. fi facil deduzir as conveniences praticas de se trabalhar com os 
operadores, usando tais matrizes. Por muitos motivos, como voce vera, a me- 
lhor situagao possivel e aquela em que conseguimos uma matriz diagonal asso- 
ciada a urn operador. 



7.1 BASE DE AUTOVETORES 

Dado um operador linear T : V -+ V, nosso objetivo d conseguir uma base 0 de 
V na qual a matriz do operador nesta base ([T]p seja uma matriz diagonal, 

que e a forma mais simples possivel de se representar um operador. Observe- 
mos inicialmente a seguinte propriedade dos autovetores. 

7.1.1 Teorema: Autovetores associados a autovalores distintos sao linear- 
mente independentes. 
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Prova\ (Este teorema sera provado para o caso de dois autovalores distintos.) 

Sejam X, , X 2 autovalores, X t ^ X 2 , e Vj, v 2 autovetores associados aos 
autovalores e X 2 respectivamente. Provaremos que Vi e v 2 sao LI. 

Seja fljVi + u 2 v 2 =0. Apliquemos a esta equa 9 ao a transforma^ao T - X 2 /. 
Usando a linearidade de T e lembrando que 7\v,*) = X z v/ e /v/ = v,- para 2 = 

= 1,2. resulta 



ou 



- X 2 )vi + u 2 (X 2 - X 2 )v 2 = 0 

<fi(Xi - X 2 )v i = 0 



Como V[ ^0 e Xi ^X 2 , determinamos que a x = 0. 

Voltando a equa^ao original e aplicando T - XiA temos 



*i(X t - X i )v, + u 2 (X 2 - Xi )v 2 = 0 
ou 

u 2 (X 2 - Xi)v 2 = o 



Isto e, a 2 = 0. Portanto Vi e v 2 sao LI. 

A demonstra^ao deste teorema para o caso geral em que temos \ x , X 2 , ...» 
\ autovalores distintos e feita de maneira analoga. Partimos da igualdade 

fliV i + a 2 v 2 + ... + Qr^r = 0 

e aplicamos os operadores T - X// para mostrar que <z t = d 2 = ... = = 0. 

Por exemplo, para mostrarmos que a 2 =0, aplicamos sucessivamente a equa^^o 
original os operadores: 

T - Xi /, T - x 2 4 r - x 3 /. r - x 4 /, ...» T - V 



Uma conseqiiencia deste teorema que nos interessara particularmente e 
dada a seguir. 



7.1.2 Corolcirio: Se K e um espa^o vetorial de dimensao n e T :V ■+ V e 
um operador linear que possui h autovalores distintos, entao V possui uma 
base cujos vetores sao todos autovetores dc T. 

Em outras palavras, se conseguirmos encontrar tantos autovalores distintos 
quanto for a dimensao do espa^o, podemos garantir a existencia de uma base 
de autovetores. 



7.1.3 Exemplos 

Exemplo 1 : Seja T :R 2 R 2 a transformagao linear definida por 
T(x, v) = (- 3x + Ay, -x + 2 y) cuja matriz em rela^o a base canonica a e 
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[r]“ = p 3 4 

01 [-1 2 

(Veja o Exemplo 1 de 6.2.2.) 

Queremos encontrar uma base 0 de autovetores, se poss/vel, e ainda 

observar de que tipo e a matriz [T]^. Desde que X, = l e X 2 = -2, e portanto 

Xi ^ X 2 , podemos garantir, pelo corolario anterior, a existencia de uma base 
de autovetores. 

De fato, dois autovetores associados a Xj e X 2 sao v 2 = (1, 1) e v 2 = 

= (4, 1) respectivamente, os quais formam uma base de R 2 . Isto e, o espa^o 
admite uma base ft = ( v i> v 2 } formada por autovetores de T. 

Calculemos agora [T]jj . Como 7Tv, ) = lv, = lv, + 0v 2 e 7T(v 2 ) = -2v 2 = 
= 0v, - 2v 2 , 




Observe que a matriz de T em rela^ao a base de autovetores e uma ma- 
triz diagonal. 

Exemplo 2: Seja T : R 3 -► R 3 uma transforma^o linear cuja matriz em 
rela 9 ao a base canonica a e 



iTf 

a 



3 0 
0 3 



0 0 




AX) = detarj® - x/) = (3 - X) 2 (-1 - X). 

Os autovalores sao Xj = 3 e X 2 = -1. Associado a X! = 3 temos auto- 
vetores do tipo (x, y, 0). 

Portanto obtemos dois autovetores LI. 

v, =(K 0, 0) 
v 2 = (0,1,0) 

Associado a X 2 = -1 temos um autovetor LI, u = (4, -5, 4). 

Entao 0 = {v l7 v 2 , u} e uma base de R 3 constituida de autovetores de T e 




3 0 0 

0 3 0 

0 0-1 
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Observe que em rela^ao a esta base de autovetores, a matriz de T e uma 
matriz diagonal. 

£ claro que as matrizes diagonals [T]$ que foram obtidas nos Exemplos 

1 e 2 nao o foram por acaso. Dada uma transforma 9 ao linear qualquer 
j V, se conseguirmos uma base 0 = {v!, v„} formada por autovetores 

de T, entao, como 

r(v,) = X,V 1 + 0v 3 + ... + 0v„ 
r(v 2 ) = 0v, + X 2 v 2 + ... + 



r(v„) = Ovi + 0v 2 + ... + K v n> 

a matriz \T]^ sera uma matriz diagonal onde os elementos da diagonal princi 
pal sao os autovalores A*, isto e, 



ms« 



X, o 
0 X 2 

0 o 



Nao precisamos ter necessariamente os X,- distintos (veja o Exemplo 2). 
Na verdade, um autovalor aparecera na diagonal tantas vezes quantas iorem os 
autovetores LI a ele associados. 

Por outro lado, se 7 = {u, , .... u„} e uma base de X tal que 



[fl* = 



J. 0 

0 a 2 

0 0 



note que u, , ..., u n sao necessariamente autovetores de T com autovalores 
U] ? a n respectivamente. De fato, da defin^ao de [T]^ temos. 



T( u, ) = a x lb + 0u 2 + ... + 0u n = a i u, 



r(u rt ) = Oui + 0u 2 + ... + <2n u n “ a n u n 



Diagonalizagao de Operadores 203 



Concluimos entao que um operador T : V -► V admite uma base em re- 
hgao a qua l sua matriz [T\$ e diagonal se, e somente se essa base /? for forma- 
da por autovetores de T 1 fi este o motivo da definigao que se segue. 



7.1.4 Definipao: Seja T : V V um operador linear. Dizemos que T e um 
operador diagonalizavel se existe uma base de V cujos elementos sao autoveto- 
res de T. 

0$ operadores dos Exemplos 1 e 2 sao, portanto, diagonalizaveis. Vamos 
dar a seguir um exemplo de um operador nao diagonalizavel. 

Exemplo: Seja T : R 3 R 3 a transforma^ao linear cuja matriz em relafao 
a base canonica a e 




Como P{ A) ~ (3 - A) 2 (-1 - A), os autovalores sao Ai = 3 e A 2 = - 1. 
Associado a \ x = 3 conseguimos apenas um autovetor LI, por exemplo, v = 

= (1,0, 0). Associado a A 2 = -1 temos o autovetor LI, u = (-1, -20, 16). 
Neste case, temos apenas dois autovetores LI para T, e portanto nao existe 
uma base de R 3 constituida so de autovetores. Isto significa que em nenhuma 
base a matriz de T e uma matriz diagonal, ou seja, T nao e diagonalizavel. 



7.1.5 Aplica?ao ao Estudo de Vibrapoes 

Consideremos dois corpos de dimen soes despreziveis e massas m x e m 2 , res- 
pectivamente, presos a 3 molas de constantes elasticas k u k 2 e k $ conforme 
mostra a Figura 7.1.1. Supondo que o movimento s6 ocorra na horizontal, 
como podemos estudar a posi^ao dos dois corpos em fun$ao do tempo a 
parti r de uma pos^ao dife rente da de equilibrio? 

posipao 
de equiJfbrio 

posipao em 
um instants t 
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Chamando de * e y os deslocamentos (horizontais) em rela9§o a posi^ao 
de equilibrio de m! e e lembrando que o produto da massa pela acelera- 
$ao e igual a fo^a aplicada e que a fo^a que uma mola exerce (em primeira 
aproxima9ao) e igual menos o produto da sua constante de elasticidade pelo 
deslocamento em rela9ao a pos^ao de equili'brio, podemos escrever (onde 
3 c e y indicam a derivada segunda em rela9ao ao tempo): 

m x x ~ -k x x + k 2 (y - x) 
m 2 y = -k 2 (y - x) *k 3 y 

ou, em termos de matriz: 




Devemos achar entao como x e y variam em fun9ao do tempo, ou seja, 
resolver o sistema de equa9oes diferenciais anterior. Observe que uma das difi- 
culdades de resolver o sistema e o fa to dele ser acoplado, isto e, em ambas as 
equa9oes aparecem ambas as variaveis. Uma possivel tentativa de resolver o 
problema e a de ten tar desacoplar as equa9oes, isto e, obter duas novas equa- 
9oes, equivalentes as anteriores, de tal forma que em cada uma delas apare9a 
apenas uma incognita. Resolvemos, entao, cada uma destas equa9oe$ e volta- 
mos para as incognitas originais. (No Capftulo 12 voce podera ver outros me- 
todos para tentar resolver tais sistemas.) 

Observe que em uma situa9ao deste tipo tenamos um sistema da forma. 

X = \ x X 
Y = X 2 Y 

ou, na forma matricial 




Isto nos da a pista para tentar desacoplar o sistema original: devemos 
diagonalizar (se possivel) a matriz do sistema original. 

Fa9amos isto no caso particular em que m x = m 2 = m e k x = k 2 - k 3 - k . 
As equa90es tornam-se entao (na forma matricial) 
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Podemos pensar na matriz 



-2k 


k 


m 


m 


k 


-2k 


m 


m 



como a matriz de um operador linear de R 2 em R 2 em rela^ao a base cano- 
nica e x e y como as componentes de um vetor em rela?ao a base canonica. 
Tentemos diagonalizar taJ operador: 



f\X) = det 



m 



Portanto os autovalores sao X, = ± e X 2 = 4 * e os autovalores associados a 

eles sao r>, = (I I) e v 2 = ( 1 ,- 1 ), respectivamente. Chamando a a base cano- 
nica, p = {i>i, v 2 } a base composta por tais autovetores e 

\v\ n .m tenant' 



y -l'l t\r 






Vt- 



Alem disso, por simples deriva^ao: 



1 -1 



* = [if 

[y] a [y 

Substituindo estes resultados na equa9ao original vem: 

l;l 2 [y] ’ A • Mg • [y 



206 ALGEBRA LINEAR 





Podemos resolver separadamente cada uma dessas equagoes obtendo 



X = Ajsenty— t + 0 x ) 



Y = A 2 sen(y-^-f + 8 2 ) 

que sao os chamados modos normais de vibra^ao do sistema. 
Voltando para as variaveis originais temos 

x = A, sen + (hj + A 2 sen (v^ f + d * j 




7.2 POLIN0MIO MINIMAL 

Nos exemplos anteriores nos mostramos que os operadores eram ou nao diago- 
nalizaveis, exibindo uma base de autovetores, ou mostrando a inexistencia desta 
base. Em casos de espa^os vetoriais de baixa dimensao, como os dos exemplos, 
e este o procedimento conveniente. Entretanto, podemos estar interessados - 
principalmente no caso de espa^os vetoriais de dimensao alta, onde os calculos 
sao longos — em saber se um operador linear e diagonalizavel ou nao, sem 
calcular os autovetores. Ja sabemos a Tesposta para este problema na seguinte 
situa<jao: se dim V - n e o operador linear T tern n autovalores distintos, 
entao ele e diagonalizavel (veja 7.1.2). No caso geral, a resposta esta ligada ao 
aspecto de um polinomio que chamaremos de polinomio minimal do operador 
T. Para isto, vamos introduzir a no 9 ao de polinomios calculados em matrizes. 
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7.2.1 Definipao: Seja p(x) - a n x n + ... + a x x + a 0 um polinomio e A 
uma matriz quadrada. Entao p{ A) e a matriz 

P(A) = a n A" + ... + flfjA + a 0 I. 

Quando p(k) = 0, dizemos que o polinomio anula a matriz A. 

Exemplo. Sejam p(x) = * 2 - 9 e q( x ) = 2x + 3. 




Entao, p(x) anula A e q{x) nao anula A. 

7.2.2 Defini?ao: Seja A uma matriz quadrada. O polinomio minimal de A 
e um polinomio 

m(x) = x k + a* _| x k ~ l + ... + a 0 

ta) que 

0 w(A) = 0, isto e, m(x) anula a matriz A. 

«) m( x ) & ° polinomio de menor grau entre aqueles que anulam A. 

Observe que o coeficiente do termo x k do polinomio minimal e 1 
(** = 0 

A seguir apresentaremos alguns resultados envolvendo polinomio minimal 
que vao nos levar a descobrir um procedimento que nos possibilite determinar 
se um operador linear e diagonalizavel ou nao, sem calcular os autovetores. As 
demonstrapoes desses resultados sao em geral muito elaboradas, abrangendo 
outros conceitos como o de decomposipao de um espapo vetorial em soma di- 
reta de subespapos, e que fogem aos objetivos deste texto 1 . 

7.2.3 Teorema: Sejam T V >V um operador linear e a uma base qual- 
quer de V de dimensao n. Entao T e diagonalizavel se, e somente se o polino- 
mio minimal de [7l a e da forma 
a 

1 Voce podc eneontra-las, por exemplo, em Hoffman, K. e Kunze, R. Algebra Linear . Edilora 
Poligono. Sao Paulo, 1971. 
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m(x) = (x - Xi) (x - X 2 ) ... {x - A r ) 
com Xi , X 2 , •••> distintos. 

O nosso problema que consiste em determinar se T e diagonalizavel 
reduz-se entao ao de saber achar o polinomio minimal de T. Os teoremas quc 
nos ajudarao a fazer isto sao: 

7.2.4 Teorema de Cayley-Hamilton: Seja T : V V um operador linear, a 
uma base de F e p(x) o polinomio caractenstico de T. Entao 

party = 0 

Isto significa que o polinomio caracterfstico e um candidato ao polinomio 
minimal porque ele satisfaz a condi^ao /) da detini^ao 7.2.2. 






7.2.5 Teorema: As raizes do polinomio minimal sao as mesmas raizes 
(distintas) do polinomio caractenstico. 

Estes dois teoremas juntos nos dizem como achar o polinomio minimal 
de um operador linear T : V V. 0 polinomio minimal deve ser de grau menor 
ou no maximo igual ao do polinomio caractenstico (7.2.4) e ainda deve ter as 
mesmas raizes (7.2.5). 

Por exemplo, seja T: V V um operador linear e a uma base de V. Su- 
ponhamos que o polinomio caractenstico de T seja p(A)' : (A-3) (X-l) 3 (X + 5). 
Entao o seu polinomio minimal sera um dos polinomios: 



i 
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Pi(x) = (x - 3) (X - 1) (x + 5) 
p 2 (x) = (x - 3) 2 (x - 1) (x + 5) 
p 3 (x) = (x - 3) (x - l) 2 (x + 5) 

Pa(x) = (x - 3) (x - l) 3 (x + 5) 

Ps(x) = (x - 3) 2 (x - l) 2 (x + 5) 

Pe(x) = (x - 3) 2 (x - l) 3 (x + 5). 

Como o polinomio minimal e o de menor grau que anula [T]^, verifica* 
mos primeiramente se Pi([T]^) = 0. Em caso afirmativo, p x (x) sera o polino- 
mio minimal. Se Pj([r]^) ^ 0, testamos p 2 ([T]q) e assim sucessivamente. Na 

pior das hipoteses o polinomio minimal sera p(X) isto e, o polinomio caracte- 
nstico. 

Volte agora ao teorema 7.2.3. 0 operador acima so sera diagonalizavel se 
o seu polinomio minimal for p x (x). Esse argumento nos motiva a reinterpretar 
o teorema 7.2.3. 

7.2.6 Teorema: Sejam \ ly X 2 , ..., A r os autovalores distintos de um ope- 
rador linear T. Entao T sera diagonalizavel se, e somente se o polinomio 

(x -\ x )(x - X 2 ) ... (x - \ r ) 

anular a matriz de T. 

Exemplo : 0 operador linear T : R 4 -> R 4 deflnido por T(x, y, z, t) - 
= (3x - 4 z, 3y + 5z, -z, -r) e diagonalizavel? 

Resolugao : Seja a = {(1, 0, 0, 0), (0, 1, 0, 0), (0, 0, 1, 0), (0, 0, 0, 1)} 
a base canonica. Entao a matriz 

~3 0 -4 O” 

f7q<* 0 3 5 0 

in 0L~ 0 0 -1 0 

0 0 0 -1 



Calculemos o polinomio caractenstico 

p(\) = detan" - V) = (3 - A) 2 (-1 - A) 2 . 

Os autovalores sao X, = 3 e X 2 = -1, ambos com multiplicidade 2. Entao, os 
condidatos para o polinomio minimal sao 



Pi{x) = (X - 3) (x + 1) 
Pi(x) = (x - 3) 2 (x + 1) 
p 3 (x) = (x - 3) (x + ]) 2 
P*(x) = ( x - 3) 2 (x + l) 2 
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Notamos que = 0 e e, dentre os candidatos, o de menor grau. 

Entao 

Pi( x ) = (x - 3) (x + 1) 

e o polinomio minimal. Portanto, T e diagonalizavel, isto e, existe uma base $ 
de autovetores e nesta base 

~3 0 0 (f 

\-f\& 0 3 0 0 

0 0-1 0 
0 0 0 -1 

* 7.3 DIAGONALIZAQAO simultanea de dois operadores 

Suponhamos que sejam dados T, \V -* V e T 2 : V -* V operadores lineares, am- 
bos diagonal izaveis. Isto significa que existem bases cti e a 2 de V tais que 

[n i"; e \t 2 f a 2 2 sao diagonals. No entanto, nao podemos garantir que oq - ct 2 , 

isto e, nao podemos garantir sempre que existe uma mesma base a de V em 
rela^ao a qual as matrizes de T x e T 2 admitem o mesmo conjunto de autove- 
tores LI. Em que situagao vale tal rela 9 ao entre 7^ e F 2 ? Mostra-se 2 que dados 

T x e T 2 operadores diagonalizaveis, entao T { e T 2 sao simultaneamente diago- 
nalizaveis se e somente se Tj e T 2 comutam (T x oT 2 = T 2 oT x ). 

Na pratica, dados T, e T 2 , tomamos uma base 0 qualquer de V e verifi- 

camos se 7\ e T 2 sao diagonalizaveis. Se isto acontecer e, alem disto, [7^ ]^[T 2 = 

= [T 2 ]jj [7"i entao podemos concluir que T x e T 2 sao simultaneamente dia- 
gonalizaveis. 

Exemplo : Sejam T x , T 2 :R 3 -> R 3 operadores lineares cujas matrizes em 
rela^ao a base canonica sao respectivamente 




Calculando os autovalores de T x , temos \ x = 1, X 2 = 2 e \ 3 - 2. Observamos 
que o polinomio m(;t) = (x - 1) (x - 2) anula [T], e portanto T x e diagonali- 

2 Veja, por exemplo, Hoffman, K. c Kunze, R. op. at. pag. 190. 
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zavel (veja 7.2.6). Calculando os autovalores de T it temos X t = -1, X 2 = 3 e 
X 3 = 4. Como eles sao distintos, T 2 e diagonalizavel (veja 7.1.2). Alem disso, 



[r,] \T, } 



115 


70 


25 


25 


70 


10 


25 


25 


0 


0 



= [r, ] [7\ 



Portanto, T, e T 2 sao simultaneamente diagonalizaveis. 

Poderi'amos ter observado isto calculando os autovetores. 

Para T , : com X[ = 1 obtemos os autovetores (*, -2x, 0) e com X 2 = 2, os 
autovetores (-2 y, y, z). 

Para T 2 \ X ( = -1 £ associado ao autovetor (*, -2x, 0), X 2 = 3 a (-2 y, y, 0) e 
Xj = 4 a (0, 0, z). 

Entao (1, -2, 0), (-2, 1, 0), (0, 0, 1) sao simultaneamente autovetores LI de 
7, c T 2 , e desse modo na base 0 formada por estes vetores 



1 0 0 



0 0 2 



[r,]jj= 0 2 0 e [r 2 ]jj= 0 3 0 



10 0 



0 0 4 



7.4 FORMA DE JORDAN 

Ja sabemos que nem todo operador e diagonalizavel. Por exemplo, T : V ^ V, 
onde V e um espa^o vetorial real de dimensao dois, cuja matriz em rela^ao a 
uma base a e 




a qual nao e diagonalizavel, pois o seu polinomio caractenstico e X 2 +1, que 
nao possui raizes reais. Assim, este operador nao possui autovetores, e portanto 
nao possui autovalores. Entretanto, se o espa^o vetorial V for compiexo (isto 
e, se permitirmos que os escalares sejam numeros complexos quaisquer) e consi- 
derarmos a mesma matriz, o polinomio caractenstico passara a ter duas raizes 
distintas, / e e portanto o operador sera diagonalizavel. De fato, um autove- 
tor associado ao autovalor / e (1, /) e um associado a -/ e (1, -i), Se 0 for a 



base destes autovetores 



, entao [T]^ = q Vemos assim que com rela^ao 
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ao fato de um operador linear ser diagonalizavel ou nao, o conjunto dos esca- 
lates no qual trabalhamos desempenha um papel importante. 

Ainda assim, mesmo permitindo valores complexos, nem todo operador 
linear e diagonalizavel. Por exemplo, seja T : V V, onde V e um espa 90 veto- 
rial complexo de dimensao 4 e 



0 10 0 

-10 0 0 

0 0 11 
0 0 0 1 



onde a e uma base de V . Entao, o polinomio caractenstico de Te p( A) = 

- (X - i) (A + /) (A - l) 2 , e portanto seus autovalores sao Ai = G A 2 = -L 
A 3 ^ 1 (com multiplicidade 2). Nao e possivel, entretanto, encontrar dois auto- 
vetores LI (tente!) para A 3 = 1, e assim T nao e diagonalizavel. 

Porem, quando T : V V for um operador linear nao diagonalizavel e \ 
um espa^o vetorial complexo, poderemos achar sempre uma base 0 de V, tal 

que [T]^ assuma uma forma especial, chamada forma de Jordan . Esta forma e 

obtida por blocos do tipo 



A, 

1 A i 

1 



A / 

1 A i 



ou [A/] colocados na diagonal. 



-2 


0 


! o 


0 


0 


0 


0 


0 


1 


-2 


! o 


0 


0 


0 


0 


0 


0 


0 


1-2 


on 


0 


0 


0 


0 


0 


0 


L i 


- 2 L 


0 


0 


0 


0 


0 


0 


0 


0 L- 


■2 


i 0 


0 


0 


0 


0 


0 


0 


0 


i 5 1 

o ~i 


0 


0 


0 


0 


0 


0 


0 


3 ' 


0 


0 


0 


a 


0 


0 


0 


1 


3 


0 


0 


0 


0 


0 


0 1 


0 


1 



0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

3 



Exemplo : 
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A demonstra^ao deste fato e um topico especial que deve fazer parte de 
um estudo mais avan^ado de Algebra Linear 3 . 



\ 7.5 EXERCICIOS 

| 1. Entre os operadores dos exercfcios 2 a 8 da sec 9 ao 6.3 verifique quais sao 

diagonalizaveis. 

2. Dizemos que uma matriz A fj x £ diagonalizavel se seu operador associado 
7 " a : R' 1 -> R n for diagonalizavel, ou seja, A 6 diagonalizavel se, e somente 
se A admitir n autovetores LL Baseado nisto, verifique quais das matrizes 
dos Lxercfcios 9 a 1 8 da sec^ao 6.3 sao diagonalizaveis. 




•’Para detallies comulte Lipschutz, S. Algebra Linear , Me Graw-Hill do Brasil Ltda., Rio de 
Janeiro, 1971: ou Hoffman. K. e Kunze, R- Algebra Linear , Editora Polfgono, Sao Paulo. 
1971: ou Gelfond, 1. M.: Lectures in Linear Algebra; Intcrscience Publishers, New YorL, 
1961. 
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6. Sejatn T: R 3 -+ R 3 linear, a = {(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)}, a base ca- 
nonica de R 3 , 0 = {(0, 1, 1), (0, -1, 1), (1, 0, 1)} e 




a) Encontre o polinomio caractemtico de T. os autovalores de T e os auto- 
vetores correspondentes. 

b) Ache [fljj e o polinomio caracteristico. Que observa^ao voce faz a este 
respeito? 

c) Encontre uma base y de R 3 , se for possivel, tal que [T]^ seja diagonal. 

7. a) Sejam T:V^V um operador linear ( V de dimensao finita) e a e 0 bases 

distintas de T. Mostre que 

det [r]“ = det [Tftp 

(Sugestao: veja a rela^ao entre [7*]* e [ T ]g no Capitulo 6). 

b) Se A„xm e diagonalizavel, mostre que o determinante de A e o produ- 
to de seus autovalores. 

(Sugestao: considere T A : R" -> R" , observando que a matriz de T A na 
base canonica e exatamente A. Use entao o resultado do item (a) consi- 
derando como a a base canonica e 0 a base de autovetores. 

j 2 

8. Mostre que a matriz A = 7 e semeihante a matriz 

9. a) Mostre que um operador linear T (num espa 90 de dimensao finita) que 

comuta com qualquer operador linear diagonalizavel e diagonalizavel. 
b) Nas condi^oes do item (a) mostre que na verdade T e um multiplo esca- 
lar do operador identidade, isto e, existe um numero r tal que T “ r * I . 

10. Diz-se que um operador linear T : V V e nilpotente se existir um numero 
inteiro positivo n , tal que T n - 0 (isto e, T 0 T 0 T 0 T 0 T 0 T 0 ... o7(v) = 0) 
para todo vE F). 

a) Seja T nilpotente. Encontre seus autovalores. 

b) Encontre uma matriz A 2 * 2 # 0 tal que T A :R 2 R 2 seja nilpotente. 

c ) Mostre que um operador linear nilpotente, nao nulo, nao e diagonalizavel. 
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11. Diz-se que um operador linear T : V V e idempotente s e T 2 - T (isto d, 
se ToT(y) = T(v) para todo v € F). 

a) Seja T idempotente. Ache seus autovalores. 

b) Encontre uma matriz A 2 x 2 ^ 0 tal que T A : R 2 -> R 2 seja idempotente. 

c) Mostre que um operador linear idempotente e diagonalizavel. 

3 0 0 

0 2-5 nao e diagonalizavel. No entanto, se A repre- 

0 1 -2J 

sentar, numa certa base, um operador linear T:V -► V, onde V 6 um espago 
vetorial complexo , entao T e diagonalizavel. Verifique este fato ou, equiva- 
lentemente, que existe uma matriz com elementos complexos P 3X3 , inversi- 
vel, tal que 




3 0 0 
0 / 0 
0 0 i 



13. Problema-pesquisa: 
Seja 



M a a 

a M a 

a a M 



M a 
a M nXn 



onde M e a ^ 0 sao numeros reais. Mostre que 
a) Os autovalores de A sao 

\ ~ M - a com multiplicidade n - 1 
e u = Af + (n - l)a 
h) det A = (M - af 1 * [M + (n - 1 )a] 

(Este i um caso particular da situa^ao estudada no artigo "sobre uma classe 
de matrizes cujo problema de autovalores d facilmente solucionavel” de 
Odelar Leite Linhares, publicado na revista Ciencia e Cultura (SBPC) volume 
29, numero 8, de agosto de 1.977.) 

14. Utilize a forma diagonal para encontrar A" nos seguintes casos (n natural): 

f, /] I” 0 7 -6 _ 

a) A . , * b) A - -1 4 0 

L" 1 Z J 0 2-2 



Voce pode generalizar o seu procedimento para o caso de uma matriz qua- 
drada qualquer? Quais sao as cond^oes? 
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* 15 . Considere o sistema mecanico mostrado na figura abaixo 




Utilizando os procedimentos da sec$ao 7.1.5 estude a vibrato do sistema 
quando ele e tirado da posi?ao de equilibrio. Resolva completamente descre- 
vendo o comportamento do sistema no caso em que m, * 0,5 kg, m 2 = 

= 0,5 kg, ki = 1,2 — , k 2 = 1,8^ . Os deslocamentos iniciais dos corpos 

1 e 2 sao, respectivamente, 0,1 m para cima e 0,2 m paia baixo. 

7.5.1 Respostas 

1. 6.3.2; 6.3.3; 6.3.4 e 6.3.8 sao diagonalizaveis. 

2. 6.3.9: 6.3.10; 6.3.13; 6.3.14; 6.3.16 e 6.3.17 sao diagonalizaveis. 

3. a) Nao 

b) p(x) = (2 - x) 2 (3 - x) 

5. a) a ^ 1 

b) a = 0 

6. a) p(A) = (2 - A) (3 + A) 2 ; A, = 2, v, = (x, 0, 0); A 2 = -3, v 2 = (0, y. 0) 

-3 0 -y 

.1 .4 -y . P(A) = (2 - A)(3 + A) 2 

1 1 3 _ 

O polinomio caracteristico e independente da base. 

c) Nao existe. 
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8 . 1 1 1 2 
3-2 3 2 



10. a) \ = 0 

b) To 0 



4 0 11 

0-1 3-2 



c') Se T fosse diagonalizavel, existiria uma base tal que os autovalores esti- 
vessem na diagonal de [rjjj, uma matriz diagonal. Mas os unicos autova- 
lores de T sao 0 (veja a ), e logo, [7"]^ = 0. £ dizer, T seria nulo, o 
que nao esta de aeordo com a hipotese. 

1 1 . a) X = 0 ou 1 

b) \ 2 -f 

c ) Como r 2 v = Tv , ( T 2 - T)v = 0, ou seja, T 2 - T = 0 
Seja p(x) = x 2 - x = x(x - I). Entao p (T) - 0 

Como os autovalores de T sao 0 e 1, o polinomio caracteristico de T e 
da forma p(X ) = (-X) 71 (1 - \) m . Entao p(x) e o polinomio minimal de 
T e conio os fatores lineares sao distintos, T e diagonalizavel. 



14. a) Note que se temos uma matriz diagonal entao 

U? O] r»: 



'a, 0 1 " 

o a 2 



= |^Q ^ n J . Diagonalize, entao, a matriz A calculando os autovalores 

e autovetores respectivos (e possivel fazer isto), bem como a matriz de 
mudan^a de base. Utilizando 5.4.10 pode-se escrever 



4 1 0 1 

10-21 



Portanto 



4 1 0 

1 0 2 



1 1 0 



-1 + 2 " 



4 -2 n+ 2 
4-2" 



b ) E similar ao anterior. 
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No caso geral o procedimento podera ser o mesmo se A for uma matnz 
diagonalizavel. Isto e, sendo B a forma diagonal de A, 

A = CBCT 1 e entao 

A" = (C . B . C-'y* = (CBC' 1 ) • (CBC -1 ) ... (CBC" 1 ) = CB"C' 1 

^ V / 

n vezes 

Assim temos um processo bem mais simples que o usual para se obter a 
potencia de uma matriz diagonalizavel, uma por ser B uma matriz dia- 
gonal B" e calculada diretamente. 
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8.1 INTRODUgAO 

Estate mos interessados neste capitulo em formal izar os conceitos de com- 
primento de um vetor e de dnguio entre dois vetores. Com isto teremos pro- 
cesses para que se possa “medir” num espa^o vetorial, da mesma forma pela 
qual se mede no piano ou no espa90. E e a no^ao de medida que nos leva a 
precisar conceitos como o de aproxima^ao, area, volume etc. 
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Consideremos inicialmente o piano R 2 , munido de um referencial carte- 
siano ortogonal (eixos perpendiculares) e um ponto P de coordenadas (x, y). 
Vamos calcular a distancia deste ponto P a origem. Observando a figura e utili- 
zando o teorema de Pitagoras, temos que d = \J x 2 + y 2 . Podemos tambem 
interpretar este resultado dizen do que o comprimento (que passaremos a chamar 
de norma) d o vetor (jc, y) e y/x 2 + y 2 . Denotaremos isto por \\(x, y)\\ - 
= \J~x 2 + y 2 . Analogamente, a distancia d entre dois pontos (x 1? y x ) e 
(x 2 > y 2 ) e a norma do vetor diferen^a, isto e, 

d = n/Cxj - x 2 ) 2 + 0, - y 2 ) 2 




Consideremos agora um corpo no piano R 2 que se desloca em linha reta 
da origem ate um ponto (x l9 y x ) por a^ao de uma for^a cons tan te F = 

= (*2, y 2 )> Queremos saber qual e o trabalho realizado. Dos conceitos da fisica 
sabemos que o trabalho e dado pela equa9ao: T = IIFII • llvll ■ cost? onde 8 e 
o angulo entre v = ( jc i 1 ) e F = (*2 ^2)* ^ as cos 0 = cos (62 - &i) = 

= cos 0 2 cos 0 ] + sen 0 2 sen 0 t = -j^r + • ipj. Portanto, T = 

IIFII llvll IIFII llvll 

= *1*2 + y x y2 ‘ Ou seja, o trabalho produzido e um "‘produto'’ dos vetores ve 
F, denotado por <v, F>, e dado pela regra: <v, F> = ((x lf y x ), (x 2y y 2 )) = 

= x x x 2 + y x y 2 - Este produto recebe o nome de produto escalar ou produto 
interno, e tern uma rela$ao importante com a norma de um vetor v = (x, y): 

||v|| = yj x 2 + y 2 = \/~x • x + y • y = y/ (v, v 7 . 

Se, ao inves de trabalharmos no piano R 2 , estivessemos trabalhando no 
espa^o R 3 (munidos de um referencial cartesiano ortogonal), teriamos encon- 
trado uma expressao similar para o produto escalar: 




(( x i > yi 1 z i )> (A 2 > yi » z 2 )) - x x x 2 + y Y y 2 + z x z 2 
e a mesma rela9ao com a norma de um vetor v = (* y z) 
llvll = v^ r "+ - 7 r T?‘ = 

Voltando ao caso do piano, se tivessemos trabalhado com um referencial 
nao ortogonal (eixos nao perpendiculares), e quisessemos calcular a distancia da 
origem ate um ponto P (cujas coordenadas em relate ao referencial fossem 
(x>y))> teriamos, usando o teorema de Pitagoras, 

d = 11 ^)ll = V(* + y COS a ) 2 + = + ( 2 cos a)xy +/ 




Figura 8.1.3 

Observe que, se usassemos 0 produto escalar 

<(^i.7i). (x 2 ,y 2 )) ^ Xl x 2 + y !_v 2 

neste caso nao Valeria a rela?ao ||v II = VTvvvY , mas ela passaria a valer se 
usassemos a seguinte regra para o produto: 

(x 2 , y 2 )} = X t x 2 + (cosa)X|^ 2 + (cosa)x 2 j>, + y t y 2 po i s 
<v, v) = <{jc, y), {x, >»)> = x 2 + (cos a)xy + (cos a)yx + y 2 - ||v|| J . 

Portanto, novamente a no^ao de distancia poderia ser dada a partir de um pro- 
duto interno de vetores. 

Concluimos destes exemplos, que 0 processo usado para se determinar 
medidas num espa90 pode variar e, em cada caso, precisamos ser bem claros so- 
bre que produto interno (e conseqiientemente sobre que norma) estamos tra- 
balhando. Estes produtos, no entanto, gozam de propriedades que sao utilizadas 
para definir produto interno num espa90 vetorial real qualquer. 

8.1.1 Definigao: Seja V um espa90 vetorial real. Um produto interno so- 
bre V e uma fun9ao que a cada par de vetores, Vj e Vj, associa um numero 
real, denotado <Vi , v 2 >, satisfazendo as propriedades: 
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i) <v, v> > 0 para todo vetor v, e 

<v, v> = 0 se, e somente se v = 0 

ii) (av 1? v 2 > = a<v n v 2 > para todo real a. 

Hi) <V! + v 2 , v 3 > = <Vi, v 3 > + <v 2 , v 3 >. 

iv) <Vi, v 2 > = <v 2 ,vi>. 

8.1.2 Exemplos 

Exemplo 1: O produto escalar usual de vetores do espa^o R 3 . 

Para v = (x x , * 2 , x 3 ) e w = (y x , y 2 , y 3 ) 

(v, w> *= x x y x + x 2 y 2 + x 3 y 3 . 

De modo analogo, define-se o que chamamos produto interno usual para o es- 
pa$o R n : 

Dados v = (x 1 , x 2 , x n ) e w = (y lr y 2 , *» yn), 

<V, w) = + ^2^2 + — + x nyn 

Veremos em 9.1.1 que, uma vez escolhido um tipo especial de base, todo pro- 
duto interno tem uma expressao como esta. 

Exemplo 2\ V = R 2 , v x = (* 1? y i) e v 2 = ( x 2 , yi) 

(vi, v 2 > = 2x x x 2 - x x y 2 - x 2 y i + y\yi. 

Exemplo 3. Se V e o espaso de fungoes continuas no intervalo 
[0, 1], dadas f\ e f 2 E F, definimos 

<fi, f 2 > =f \ f i (t)f 2 (t)dt 

Poderemos verificar que as quatro condiijoes da defini^ao sao satisfeitas 
em cada exemplo e, portanto, ( , ) e um produto interno. 
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Exemplo 4: Um campo eletrico uniforme induz uma fo^a constante dada 
pelo vetor f = (10, 2, -5) em uma particula carregada eletricamente. Vamos 
calcular o trabalho realizado quando a particula se move na trajetoria que co- 
me^a e termina em A, dada pela Figura 8.1.4. 0 trabalho total 6 

T = ^AB + ^bc + Tq A 

onde Tab e o trabalho realizado de A a B etc. Ainda, AB = (2, 3. 2) - 
* (1, 1, 3) = (1, 2, -1), BC = (0, -1, -1) e CA = (-1, -1, 2). Como foi mos- 
trado na introdu^ao, o trabalho e o produto interno da for$a pelo vetor que 
da o deslocamento. Entao T AB = (f, AB> = <(10, 2, -5), (1, 2, -1)> = 19, 

7ca ~ -22. Portanto, T = 0. 



Exemplo 5: Uma fabrica produz um determinado componente eletronico. 
Devido a variagoes na linha de produgao, qualidade de material etc., verifica-se 
que os componentes nao tem todos a mesma durabilidade. Fazendo-se experien- 
cias com rela^ao ao numero de horas de uso efetivo, obtem-se a seguinte tabela 
que relaciona durabilidade com a respectiva probabilidade. 



durabilidade /h 


■ 

2000 


2500 

... 


2700 


3000 


probabilidade 
1 


1/3 


1/5 


1/5 


4/15 

1 



Queremos saber a durabilidade m£dia dos componentes. 

Temos, entao, a durabilidade media (ou valor medio ou valor esperado) 

que e 

. 2000(1/3) + 2500(1/5) + 2700(1/5) + 3000(4/15) = 2520 horas. 

0 que queremos observar, no entanto, e que a expressao da durabilidade media 
e exatamente a do produto interno canonico em R 4 do vetor probabilidade 

(y , y , j , ” ) pelo vetor durabilidade (2000, 2500, 2700, 3000), isto e, 

<( I ’ T ’T * ( 2 <> 00 - 2500 > 2700 ’ 3000)> 

De modo geral, se uma grandeza pode assumir valores x x , x 2 , ..., x n com 
probabilidades p lt p 2> p n , respectivamente, entao o valor medio da grandeza 
(tambem chamado valor esperado) e dado pelo produto interno canonico em 

R" 

(( Pi> P 2 f Pn), x 2 > x n P — Pi x i + «*• + Pn x n Bibfioteca de O. 

Ctencia & Tecnotofet 

UFPel 
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Na se^ao 8.7 voce podera ver uma outra versao deste fato, juntamente com ou- 
tras aplica^es estatisticas do produto interno. 

O produto interno e usado para caracterizar a noijao de perpend icularis- 
mo ou ortogonalidade de vetores. Formaimente: 

8.1.3 Defini^ao: Seja V um espa^o vetorial com produto interno < , >. 
Diz-se que dois vetores v e w de V sao ortogonais (em rela^ao a este produto 
interno) se <v, w> = 0. No caso em que v e w sao ortogonais, escrevemos 
v i w. 

Propriedades: 

i) 0 1 v para todo v G V. 

ii) v 1 w implica que w 1 v. 

Hi) Se v 1 w para todo w E v, entao v = 0. 
iv) Se Vi 1 w e \ 2 1 w, entao + v 2 1 w. 

v) Se v 1 w e X e um escalar, Xv 1 w. 

Vamos demonstrar a primeira delas e voce podera provar facilmente as 
outras, usando as propriedades do produto interno. 
i) Para mostrar que 0 e ortogonal a todo vetor v, lembremos que 0 = 

= 0 * v e, portanto, (0, v> = <0 • v, v> = 0 <v, v> = 0. 

A no$ao de ortogonalidade tern uma aplicagao interessante na verifica^ao 
da “honestidade” de apostas. Vejamos isto em um exemplo, 

Exemplo : Duas pessoas A e B fazem a seguinte aposta: elas vao jogar 
duas moedas simultaneamente e, se o resultado for duas caras, A ganha dez 
cruzeiros, se for duas coroas, A ganha sete cruzeiros, e se for uma cara e uma 
coroa, B ganha 9 cruzeiros. Queremos saber se esta aposta e justa, isto e, se A 

nao tern mais probabilidade de ganhar do que B, ou vice-versa. 

Para isto, vamos calcular o valor esperado por A e B. Observamos entao 
que a probabilidade de dar duas caras e 1/4, de dar duas coroas e 1/4 e de dar 
uma cara e uma coroa e 1/2. O vetor probabilidade e entao (1/4, 1/4, 1/2) e o 
vetor aposta do ponto de vista de A e (10, 7, -9) e do ponto de vista de B e 
(-10, -7, 9), onde o sinal menos indica a perda da aposta. 0 valor esperado 
por A e dado pelo produto interno 

<(1/4, 1/4, 1/2) , (10, 7, -9» = ^ (10) +^(7) -j(9) = 

enquanto que o valor esperado por B e 

<(1/4, 1/4. 1/2), (-10, -7, 9» = ^ . 
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0 valor esperado por B e positivo, indicando que ele tem vantagem na aposta, 
enquanto que o valor esperado por A e negativo, indicando que ele tem maior 
probabilidade de perder a aposta. Esta so seria justa se nao houvesse vantagem 
para nenhum dos apostadores, isto e, se o valor esperado para ambos fosse nulo 
ou seja, o vetor probabilidade fosse ortogonal ao vetor aposta. 

O resultado a seguir estabelece uma rela^o entre ortogonalidade e inde- 
pendence linear. 

8.1.4 Teorema: Seja (vj, v 2 , ..., v, 2 } um conjunto de vetores nao nulos, 

dois a dois ortogonais, isto e, 

<Vj\ \j) = 0 para i =£ /. Entao {v x , ..., v„} e linearmente independence. 
Prova : Seja a x \ x + a 2 \ 2 + + a n^n = 0. 

Fazendo o produto interno dos dois membros da igualdade acima por v 2 , temos: 
(a 1 \ l + ... + a n y n , v/> = <0, v/> 

e, portanto, a x (v x . v/> + ... + <z/(v 2 , v/> + ... + a n <v„, v/> = 0. 

Como <v ; -, v 2 > = 0 para j ^ i c <v 2 , v/> ^ 0, temos a\ <v 2 , v* > = 0 
e assim - 0. 

Como isto vale para todo i = 1, n, temos a x = 0, a n - 0; logo 
{vi, v„} e LI. 

Voce ja deve ter notado que quando se trabalha no espa^o ( R 3 ), em ge- 
ral e mais simples usarmos a base canonica {/ , /, k}. Isso se deve em grande 
parte a caracteristica de que estes vetores sao dois a dois ortogonais. A conve- 
nience de bases desse tipo se mantem para espa^os vetoriais quaisquer, como 
voce vera em 8.2. 

8.1.5 Definigao: Diz-se que uma base iv, , v„} de V e base ortogonal 

se <v,-, \/) = 0 para / j, isto e, os vetores da base sao dois a dois ortogonais. 

Observe que, pelo teorema anterior, se obtivermos um conjunto de n ve- 
tores dois a dois ortogonais num espa^o de dimensao n, este conjunto sera uma 
base ortogonal. 



8.2 COEFICIENTES DE FOURIER 

Bases ortogonais sao importantes porque existe um procedimento padrao para 
se encontrar as coordenadas de um vetor qualquer em relagao a elas. Seja V 
um espago vetorial com produto interno < , ), 0 = {v 1( ..., v„} uma base orto- 
gonal de V e w um vetor qualquer de V. Vamos calcular as coordenadas de w 
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em rela^ao a 0. Sabemos que w = x { \ { + x 2 \ 2 + ... + x„v„ e queremos deter- 
minar a i-esima coordenada j */. Para isto, fasamos o produto interno dos dois 
membros da igualdade acima por v,\ Entao <w, v/> = x/ty, v,> 



donde Xj 



. Esta coordenada e chamada coeficiente de Fourier de w 

' v /> V|> 



em rela^ao a v/ . 



8.2.1 Exemplos 

Exemplo 1: Seja V = R 2 com produto interno usual e 

0 = {(1, 1), (-1, 1)}. 

Observamos que 0 e uma base ortogonal, pois <(1, 1), (-1, 1)) = 1(-1) + 

+ 1(1) = 0. Caleulemos [(2, 3)]^. 

Existem x, e x 2 tais que 

(2, 3) = *,(1, 1) + x 2 (-l, 1), 

onde x t e x 2 sao as coordenadas do vetor (2, 3) em rela 9 ao a base 0 que esta- 
mos procurando. 



<(2, 3), (1, 1)) = <x,(l, 1) +x 2 (-l, 1), (1, 1)) 

= <*,(1, 1), (1, l)> + <* 2 (-l. 1). 0. 1)> 

= *,<0, 1), (1, 1)>+X a <(-1, 1), (1, 1)> 
O segundo termo, x 2 <(-l, 1), (1, 1)> , £ nulo e assim, 

<(2, 3), (1,1)) 5 

1 “ <(1. 1), 0. 1)> " 2 



Analogamente, 



Portanto, 



*2 



((2, 3),(-l, 1)) 
<(-l, 1), (-1. 1)> 

' 5/2' 

[(2, 3)L = 

L m 



2 



Vamos formalizar agora a no^ao de comprimento de um vetor num es- 
pa^o veto rial. Faremos isto de tal forma que seja verdadeira a rela 9 ao vista em 
8.1, entre produto e scalar e norma. 



8.3 NORMA 



8.3.1 Definigao: Seja V um espa 90 com produto interno < , >. 

Definimos a norma (ou comprimento) de um vetor v em rela 9 ao a este produ- 
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to interno por II vll = v <v, v> . Se livll = 1, isto e, (v, v> = 1, v e chamado ve- 
tor unitdrio. Dizemos tambem, neste caso, que v esta normalizado. 

Observe que todo vetor nao nulo \ E V pode ser normalizado, tornando 



u = — . Se considerarmos, por exemplo, V - R 3 e ( , > o produto interno 

usual, entao se v = (xj , x 2 , x 3 ) E R 3 , ||v|| & \/ <v, v> = yj x\ + x\ + x\ que 
e o comprimento do vetor v. Assim, para v ~ (1, 2, -1), teremos o vetor nor- 
malizado. 



G > 2, -1) 

l 2 + 2 2 + (-l) 2 



1 2 -1 \ 
y? ’ y/6 ’ vTj 



A no 9 ao de norma formaliza o conceito de comprimento. 



Exemplo : Vamos calcular a for 9 a (que e um vetor) de atra 9 ao entre dois 
corpos de massas 2 e 5 unidades, colocados nos pontos (1, 3, 5) e (2, 1, 0), 
respectivamente, sabendo que a intensidade da atra 9 §o entre eles e dada pela 

rela 9 ao ^ onde mi e a massa do primeiro corpo, m 2 a do segundo e 

d a distancia entre eles, e sabendo ainda que a for 9 a age na dire 9 §o da reta 
que une os dois pontos. 




Vemos que F deve ser um vetor na dire 9 <io e sentido de 



(2, 1, 0) - (1, 3, 5) = (1, -2, -5) e deve ter intensidade 



11(1, -2. -5) H 2 30 3 



ou seja, F = — u, onde u e um vetor unitario na dire^ao de (1, -2, -5). Por- 



tanto, 
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e F = (l/v r 30, -2/\^30, 5/\^30 ) = (1/3 \^30 , -2/3 >/30 , 5/3v^30 ) 

Vejamos agora que a definigao formal de norma tern realmente todas as 
propriedades que esperamos de uma no^ao de comprimento. 

Propriedades: Seja V um espa$o vetorial com produto intemo. Para quais- 
quer v, w em V e a E R. 

0 || v|| > 0 e || v || = 0 se, e somente se v = 0. 

ii) II ot v || = la 1 1| v |l 

iii) l(v, w)l < 1 1 v 1 1 ||w|| (Desigualdade de Schwarz) 

iv) || v + w|| < |M| + ||w|| (Desigualdade triangular) 

Prova: Voce pode mostrar f) e ii) a partir das propriedades do produto intemo. 
Hi) Sejam v e w em V com v # 0. (Para v - 0 vale a igualdade l<v, w)l = 

= II v|| || w|| = 0.) 

Para qualquer t E R, <fv + w, t\ + w) > 0, isto e, 

<v, V)r 2 + 2<v, w )t + (w, w) > 0 

Temos entao um trinomio do 2? grau que deve ser positivo para qualquer va- 
lor de t . Como o coeficiente <v, v) de t 2 e sempre positivo (v # 0), o discri- 
minante A deve ser negativo: A - 4<v, w> 2 - 4<v, v)<w, w> < 0. 

Isto e, 4<v, w) 2 - 4 || v || 2 ||w|| 2 < 0, o que implica que l(v t w>l < II v|| || w|| . 
iv) A desigualdade triangular voce pode fazer como exercicio. 

8.3.2 Angulo entre dois vetores 

A desigualdade de Schwarz nos da a possibilidade de definir angulo entre 
dois vetores nao nulos em um espa^o vetorial V8атеп1е, _у' = г зеп (а + У) = г^зепа созӨ + соза хепб) = у со$Ө + 

+ зеп Ө. 

Ашт К${х, у) = {х со^Ө - у ^йпО^ у со^в + х зеп Ө) ои па Гогта соЫпа, 





:с С08 Ө ~ у 8еп 0 




С05 0 -8еп У 


1;]" 


у со^д + X зеп Ө 




зеп Ө С08 Ө 




Р|дига 5.2.5 



В1Ыю($са с1е ^ 
С1ёпс1а & Теспо)( 
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5.2.5 С|5а1Натеп<о Ноп2оп(а1: 

Т(х, у) = (х + ау, у),аеК 

Рог ехетр1о: Т(х, у) = (х + 2у, у) 



■ 

X 




X + 2у 




' 1 2 






У 




. у \ 




0 1 




У 




Р1дип 5.2.6 



Сото ге88а11ато5, аз иапзГогша^оез р1апо по р1апо аргезепгаЛав 
а1гауё8 док ехетр1о8 ап1ег10ге5 зао Ипеагез, ро18 зао дадаз рог V»-»- А • V опйе 
А ё ита та1г12 2 X 2. А ариса^ао а $екшг пао ё Цпеаг. 

5.2,6 Тгапз1а9ао: 

Т{х, у)^{х+а,у + Ь) 



X 


V — — »■ 


Г1 01 


X 


+ 


- 

а 


_У ^ 




.0 1] 






Ь 



Е81а ё ита (гап^к^ао ёо р1апо вееипйо о уе1ог {а, Ъ) е, а тепо8 яие а = Ь = 

= 0, Г то ё Нпеаг. Рог ^иё? 

(Үе]а а оЬзегүа^ао ёеро18 с1о Ехетр1о 4.) 

5.3 СОМСЕ1Т08 Е ТЕ0КЕМА8 

8ерагато5 пез^а хесрао 05 гезикадоз дие ёагао ита е81ги1;ига рага иш екгидо 
та1$ Ьсипдо ёа$ (гапзГогта^без Ипеагез. 

иш Га1о 1трог1ап1е «оЬге арИса^бе^ 11пеаге8 ё яие е1а8 8ао рег(е1(атеп(е 
де(:егт1пада8 сопЬесепдо-8е арепак 8еи үа1ог по8 е1етеп1о8 йе ита Ьазе. 
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5.3.1 Теогета: ОаЛо8 (1о18 езра^оз үе(ог1а18 геа!» V ^ ^ ^ ита Ьазе ёе V, 
\У\, У„}, зе^ат ...,>¥„ ектетоз агЫ1гйг108 йе И'. Етао ехв1е ита 
йп1са арИса^ао Ипеаг Т:Ү-* IV (а! цие Т^у^) = цг,^ Т(Уя) ~ ^п- 

Е81а арИса^ао ё даёа рог: 
8е V = 01^1 + ... + а„у„, 

Г(ү) = о,Г(у,) + ... + а„Т{у„) 
= «1^1 + ... + а„ү^„ 

Уег1Пдие ^ие Т а88Ш1 йеГтМа ё 1теаг е ^ие ё а йтса яие ьвХШг а8 
сопШ^без ехщ1(1а8. 

5.3.2 РгоЫетаз 

РгоЫета 1: Оиа1 ё а ^гапвГогта^ао 11пеаг Т:К^-^К^ Ы ^ие Г(1 0) = 
= (2, -1, 0) е Г(0, 1) = (0, 0, 1)? 

ЗоШдао: Тето8 пе81е сазо е, = (1, 0) е ег = (0, 1) Ьа$е йе К^е = (2, -1, 0) 

е = (0. 0, 1). 

Падо V = (х,, дсз) агЬйгйгю, 

V = лг^е, + дгзвг 
е Т{у) = х,Т(е,) + х^Пе^) 

= ^с.(2, -1, 0) + Х2{0, 0, 1) 
- (2х,, -Хх, х^) 

РгоЫета 2: Оиа1 ё а 1гап8Гогта9ао Ипеаг Г:К^^К^ 1а1 ^ие Г(1, 1) = 
-(3, 2, 1) е Г(0, -2) = (0, 1,0)? 

Ке8о1уа о ргоЫета сошо ехегс1С1о, шаз, сиИадо! А^ш пЗо 1ето8 Ьаве сапб- 
шса. Үе)а о Ехегс1сю Аа (1а $ес9ао 5.6. 

Үато8 апаИваг ша1$ ргоГип(1атеп1е а$ (гап^Гогта^бев 1теаге$, оЫепёо 
а1§ип5 ге5и11а(1о5 й1е15 е ао тезто 1етро 1п1еге58ап1е8. Рага соте^аг песе5511а- 
то8 (1еГт1г 1таёет е пйс1ео, цие вао до18 5иЬсоп)ип1:о8 е5рес1а18 (1о8 езра^ов 
үе(ог1а1$ епүоЫёоз па (!еПп19ао да {гап^Гогта^ао Ипеаг. 

5.3.3 ОвҮт1(ао: 8да Т:Ү^^ ита арНса^ао 1теаг. А та^ет де Г ё о 
(жп^ипГо (1о5 уе1оге8 V е Н' 1а15 ^ие ех181е иш үе1ог \ Е. V, цие $а118Га2 
Г(у) = л¥. Ои 5е^а 

1т{Т) = {ду € IV; Т{\) = ^ рага а^йит у е V] 

ОЬаегуе яие 1т{Т) ё ит виЬсогуипЮ (1е Н' е, а1ёт (11880, ё ит 8иЬе8ра§о үе- 
Юпа1 (1е Н^. (ҮеЗа о ЕкекГао 16 ёа вес^ао 5.6.) Лв Уеге&Ы(Т) 6 е8Сп(о со- 
тоГ(Ю. 
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5.3.4 ОеИш^ао: Зе^а Т:У^\^ ита ^гапвГогта^ао Ипеаг. 0 соп^ипЮ де 
05 уе1оге8 V Е К 1а15 цие Т(\) = 06 сЬатадо пйЫео йе Г, вепдо йепо- 
1адо рог кег{Т). Ыо ё 

кег(Т) = {V е V: Т{\) = 0} 

ОЬзегуе яие кег(Т) С Г ё ит 5иЬсоп)ип1о ёе V е, а^пёа та!», ё ит зиЬех- 
ра^о уегог1а1 с1е V. (Уе]а о Ехегс1С10 16 6.а зес^ао 5.6.) 



V г № 




Р!диг8 5.3.1 

5.3.5 Ехетр1о5 

ЕхетрЬ 1: 

Т.К^^К 
{х,у)^х+у 

Ке8*е сазо 1ето8 кег Т = {(х, у) Е ; х + у = 0}, »8*о ё, кегТ ё г ге1а 
у = -X. Ро(1ето5 ё^хег гшЛа яие кегТ = {(х, -х); х Е К] ^ {х(\, -1); 
д: е К} = [(1, -1)]. /ш Г = К, ро15 (1аао \¥ е К, \у = Д*, 0). 




у = -х 



р|дига 5.3.2 
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ЕхетрЬ 2: 5е)а а ггап^Гогша^ао Ипеаг 

Г:К^-*К' с1ааа рог Т{х, у, г) = (л:, 2у, 0). 
Епгао а 1та8ет с1е Т 

1т{Т) = {(X, 2у, 0): х. у е К} 

= {л(1, 0, 0) +>-(0, 2, 0): ;с. К} 
= <(1, 0, 0),(0, 2, 0)) 

ОЬхегуе ^ие (1т1т(Т) = 2. 
0 пйс1ео йе Т ё дадо рог: 

кеҢТ) = {(X, у. 2): Т(х, у, г) = (0, о, 0)} 
= {{х, У, 2): {х, 2у, 0) = (0, 0, 0)} 
= {(0, 0, 2): 2 е К} 
= {7(0, 0, 1): 2 е К} 
= [(0,0, 1)] 

ОЬвегуе ^ие Шт кег(Т) =|. 

Үат05 гесогааг аёога а5 по^бев (1е Шп^ао 1п^е1ога е 8оЬге^е1ога е ро51егюг- 
теШе е51аЬе1есег о гексюпатето еп1ге ез^ев сопсе11о5 е 08 (1е пйс1ео е ша- 
ёет ^иапйо а (ип^ао ё ита 1:гап5£огта?ао Ипеаг. 

5.3.6 ОвЯп1рао: Оа(1а ита арИсадао (ои Гип^ао) Г: К-»- И', Шгет08 ^ие 
Т ё щаога 86 ааё08 и е И, V 6 К сот Г(и) = Т(\) иуегтов и = V. Ои едш- 
уа1еп1:етеп*е, Т ё 1п^е1ога зе (1а(1о8 и, V е 7 сот и V, еп1ао Г(и) Ф Т(у). 

Ет ои(га5 ра1аүга$, Т ё ш]е1:ога 5е аа 1таёеп8 Ле үв(оге8 (11$(т(08 $^о 
(115{1п1а8. 




5.3.7 ОеЯп1?ао: А арИсасао Т:У-^\^' 8егй юЬге^еЮга 8е а та^ет (1е Т 
сотсШт сот Й', ои 8е^а Т{Ү) = 

Ет ои1га5 ра1ауга8, Т 5егй 5оЬге^е1ога 8е (1ас1о V 6 Н', ех1511г V е V Хд\ 
цие Ду) = V. 




Р1дига 5.3.4 
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ЕхетрЬ 
0) 

Мохиетоз а^ога ^ие хе Г ё шзе^ога, еп1ао кег Т - {0}. Зе^ауЕ кег(Т), 151о . 
Еп1ао (х, 0) = О', 0) ипрИсапйо ^ие х = у. Ьо^о Т ё 1п)е1ога. Ма5 Т пао ё 
воЬге^еЮга ита усг цие 1т{Т) Ф К^. 

А ИатГогта^ао йо ЕхешрЬ 1 йе 5.3.5 ё 8оЬге]е1ога та5 пао ё 111]е1ога, 
е а с1о Ехетр1о 2 де 5.3.5 пао ё пет 1П]е1ога пет 5оЬге^е1ога. 17т Ьот ехег- 
асю 8ег1а үосе ехат1паг 05 ехетр1о8 ёе иапзГогта^без 1шеаге$ йаёоз агё 
ади! е (1ес1(11г 8е 53о 1п]е(ога8 ои 8оЬгеЗе(ога8. 

О рг6х1то 1еогета аОгта ^ие ита иапз&гта^ао 1теаг т]е1ога 8б 1ет 
о уе1ог пи1о по зеи пйско. Е, рог ои1го 1а(1о, ве ита иапзГогтадао Ипеаг 11- 
уег 8отеп*е 0 по пйс1ео, еп15о ^иа18^иег <1о18 уеЮгез (11811п1о5 (1еует 1ег 1та- 
£еп8 (]1811п(а8 1атЬёш. 

5.3.8 Теогета: 8еза Т\Ү^У^, ита арНса^ао Ипеаг. ЕШао кег{Т) = {0}, 
зе е 8отеп1е 8е Г ё 1пзе1ога, 

Ргоуа: Мо81гето8 рг1те1го ^ие яе кег Т = {0}, еп1ао Т 6 т]е1ога. 

8ироп11ато8 ^ие и, у Е V 1а18 ^ие Т(и) = Т{\). ЕШао Г(и) - Г(у) = 
= Ци - V) = 0, 1810 ё, и - V е кег(Т). Ма8 рог Ырб^еве о йп1со е1етеп1о йо 
пйс1ео ё 0. Еп1ао и - V = 0, 1810 ё, и = V. Ет ге^ито: сото Г(и) = Т(ч) 
ипрИса ^ие и = V, Г ё т]е1ога. 

Мо81гето8 а^ога ^ие 8е Г ё ш^еЮга, еп1ао кег I = {0}. 8е^а үе кег(Т), 1&1о 
ё, Г(у) = 0. Сото песе88апатеп1е Г(0) = 0, Г(у) - Г(0). Ьоео V = 0, ро15 
Г ё т^еЮга. Рог1ап1о, о йп1со е1етеп1о йо пйс1ео ё 0, ои ща, кег(Т) = {0}. 

Үо11ап(1о ао Ехетр1о (1е 5.3.7, оЬ^егүе цие ройетоз ёггег зе Г ё ггцеЮ- 
га 81тр1е5теп1е са1си1апс1о о 5еи пйс1ео. Рага яие (х, 0) вда о уеЮг пи1о, (1е- 
уето8 1ег .X = 0 е рог1ап1о кег Т = {0}, допде сопс1и1'то8 ^ие Г ё 1п|е1ога. 

11та соп8е^йёпс1а с1а ргороз^^ао 5.3.8 ё цие ита арИса^ао Шгеаг щеЮ- 
га кга уе1оге5 Ы ет уе1оге& Ы. (Үе^а о ЕхегС1с1о 9 (1а 8ес$ао 5.6.) 

ит гевиИайо 1трог1ап1е, дие ге1ас1опа а8 (Итепвбев с1о пйс1ео е тайет 
(1е ита ^гапзГогта^Зо Нпеаг Т\Ү^М^, сот а (ИтепзЗо (1е К ё аайо ре!а 8е- 
8и1п1е ргороз^^ао. 



5.3.9 Теогвта: Зе^а Т:У-^У^ ита арИса^ао Ипеаг. 
Еп1ао (Ит кег Т + (Ит 1тТ = д1т V. 
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Ргоуа\ Соп81ёеге V,, \„ ита Ьаве ае кег Т. Сошо кегТ С V 6 виЬевра^о. 
(1е V, ро(1ето8 сотркгаг е81е соп^ипго {1е тодо а оЪ1ег ита Ьазе йе V. 

Зда еШао {у,, V,, ху,^^ а Ьаве <1в Сиегетоз т051гаг яие 

Г(»1) Т(у/щ) ё ита Ьаве (1е 1т Г, 1510 ё, 

0 [Г(*,), Г(1^^)] = 1тТ 
п) {Г(ДУ1), Г(№„)} ё Ипеагтеше 1пёерепаеп1е. ' 
Ргоуетоз /) 

Оайо V/ е 1тТ, ех181е и £ К 1а1 цие Г(и) = *. 8е и Е V, еп1ао 
и = 01^1 + ... + а„у„ + + ... + мав, 

>у = Т(и) = Г(а,У1 + ... + г7„ү/, + + ... + ЬтУ/т) 

= Д1Г(у,) + ... + а„ Г(у„) + /),Дү»г,) + ... + ЬщТ(ү/т) 

Сото о5 үе1оге8 V,, у„ рег1епсет ао кегТ, Г(¥/) = 0 рага / = 1, п. 

А5$1т, 

IV = 6,Г(Ш1) + ... + г)„Г(*„) 

е а 1та§ет (1е Г ё ^етада ре1о8 уеЮгех Д*,), Т(^т)- 
и) Соп81(1егето5 аёога, а сотЫпа^ао Ипеаг 

а,Т(у/х) + йгПч^з) + ... + агпТ(у/т) = 0 

е то81гето8 ^ие 05 с/ зао пи1о5. 

Сото Г ё Ипеаг, Г(й,\у, + а^У/г + ••■ + ^т^т) = 0- 

Ьо§о а,\У1 + ... + а^^т ^ кегТ. 

Еп1ао 0,^1 + ... + рос1е вег евсгИо сото сотЫпа^ао Ипеаг (1а Ьазе 

{У1, у„} ёе кег(Т), Ыо ё, ех151еш Ь^, Ь„ Ыз яие 

а,Ш1 + ... + а^у/^^ =61^1 + ... + Ь„\„, ои ашда, 
а,^1 + ... + а^У^т - ^1^1 - - - Ь„\п = 0 

Маз {у, у„, >у^} ё ита Ьаве (1е V, е 1ето5 еШао а^ ~ а^ = ... = 

.= = г>1 = = = 0. 

Оесоггет (1е51а ргоров^^ао (1о15 ге5ииас1о8: 

5.3.10 СогЫЯНо: 8е (Ит К = сИт Й/, еШао Пшеаг ё ш^еЮга 8е е вотете 
зе Гё зоЬге^еЮга. 

Ра^а а (1етоп81га9ао сото ехегс1'с1о. 

5.3.11 Сого1агю: 5е^а Т: V И' ита арИса?ао Ипеаг ^гуеЮга. 8е 
(Ит Г = й\т Н', еп1ао Г 1е¥а Ьазе ет Ьазе. 
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Рют: СопзШеге {Уь у„} Ьаве (1е V. О соп^ипЮ {Т{\1), Т{\„)} С ё Ы 
р018 йадов е8са1аге8 к^, !а18 цие к^Т^у^) + ... + кпТ{уп) = 0, 1ето8 

Г(А:,у, + ... + кпУ„) = 0. Ьоео Л^у, + ... + к„ү„ = 0. Ма5 {ү,, ү„} ё Ы. 
Ьоёо к^ = ... = к„ =0. Оезйе яие К = (11т = и, Г(у„)} 6 

Ьазе йе (Үе^а 4.6.8.) 

5.3.12 риапёо ита иапзГогта^ао Ипеаг Т\У^И^ ^от ЩеХотг. е 8оЬге]е- 
1ога, ао тевто 1етро, ёй-м о поте йе котоф^то. Оиапёо Ьа ита 1:а1 1:гап8- 
Гогта^ао еп1ге (1о18 езра^оз уе1ог1а18 ё12ешо8 ^ие езГев 8ао 1ютог/о5. 5оЬ о 
роп1о (1е у181а ёе А^зеЬга Ыпеаг, езра^оз уеЮпа!» 180тогГо8 яЗо, рог а881ш Ш- 
гег, ШёпИсоз. ОЬвегуе ^ие йеу1до а ргоро81?ао 5.3.9 езра^ох 18ошогГо5 ёеүет 
1ег а шезта (11теп8ао. Рог1ап4о, ре1о сого1аг1о 5.3.11, ит 18отогЙ8шо 1еуа 
Ьа8е ет Ьаве. А1ёт (11880, ит 18отогЙ8то Г: К->- Н' 1ет ита арИса^ао шуег- 
Т'^ :}^-*- V дие ё Ипеаг, сото үосё родегга ргоуаг, е 1атЬёт ё ит 18отог- 
Гкшо. 

ЕхетрЬ: 8е]а Г:К'^- йайа. рог Т(х, у, г) = (х - 2у, г, х + у). Үа- 
то8 то84гаг ^ие Г ё ит 18отогЙ8то, е са1си1аг 8иа туег8а Г"' . 

8е ридегто8 шо51гаг ^ие Т ё т]е1ога, 1егето5 яие Г ё ит 180ШогГ15шо 
ре1о согоЫгю 5.3.10. Ыо еяшуак а то8иаг ^ие кегТ = {(0, 0, 0)}. Ма5 
кег Т - {{х. у, 2)\ Т{х, у, г) = (0, 0, 0)} е Т^х, у, г) = (0, 0, 0) 5е е зотеп- 
1е 8е (х - 2у, г, х + у) = (0, 0, 0). Ке8о1үеп(1о о 5181ета (1е едиафбе^ Ипеагез 

X -2у 

2=0 

X + = 0 

асЬашоз ^иехк^^^г^Оёа йп1са 5о1и$ао е рог1ап1о Т ё ит ^зошогПзто. 

Тотап(1о а Ьахе сапопгса бе К^, хиа 1та§ет ре1а Гё {Г(1, 0, 0), Г(0, 1, 0) 
Г(0, 0, 1)} = {(1, 0, 1), (-2, 0, 1), (0, 1, 0)} ^ие ё аш(1а ита Ьахе йе К^ Ё 
сопуеп1еп1е ^ие уосё уег^й^ие 1810. Са1си1ето8 а§ога а арИса^ао 1пуег8а ёе Г. 
Сошо Г(1, 0, 0) = (1, 0, 1), ПО, 1, 0) - (-2, 0, 1) е Г(0, 0, 1) = (0, 1, 0), 
1ет05 чие Т-\\, 0, 1) - (1, 0, 0), Т-\-1, 0, 1) = (0, 1, 0) е Г-^О, 1, 0) - 
= (0, 0, 1). риегешоз са1си1аг Г'^(х, у, г). Рага 181о е^сгеүешов {х, у, г) еш 
геЦЗо й Ьазе {(1, 0, 1), (-2, 0, 1), (0, 1, 0)}, оЫепдо: 

{X, у, г) = ^^—^ (1, 0, 1) + ~^(-2, 0, 1) + ^'(О. 1, 0). 

ЕШао Т-'{х, у, 2) = ^ ^^^' Г-'(1, 0, 1) + ^^Т-\'2, 0, 1) + уТ-\0,\,0). 
Ои 8е]а, 



т-и л , х + 22 2 - X . 
Г \х, у, 2) = { — 2 3 — У^- 
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5.4 АР11САдОЕ8 и1МЕАВЕ$ Е МАТВ12Е$ 

Ке81а зе^ао уегешоз ^ие пит сег1о 5еп11(1о о ев^идо (1а5 иапзГогта^без Ипеа- 
ге8 р0(1е зег тг6.\хг\&о ао е51и(1о (1а8 та1г12е8. Үосё ^а үш по Ехетр1о 7 (1е 
5.1 ^ие а 1о(1а ша!г12 т X л ези а880С1а{1а ита 1гап8Гогта9§о Цпеаг: Г:К" -»■ К'". 
Үато5 ГогтаИгаг, а хе^ик, езГе гезиИаёо рага езра^оз уе!ог1а15 V е. е 
1атЬёт е81аЬе1есег о &еи гесгргосо, 181о ё, үегетоз ^ие иша уег 11ха(1а5 а$ 
Ьаяев, а го(1а ггап81огта?ао Ипеаг Т:Ү^\^ Ыат^ а880С1ас1а ита йп1са та1г12. 
1п1С1а1теп1е үегешох сото, (1ас1о5 (1о15 езра^оз үе!ог1а18 Г е сот Ьавев 
е |3' е ита ша1г12 А, родето8 оЬ1ег иша (гапвГогта^ао Ипеаг, 

5.4.1 Соп81(1егешо5 е ая Ьавех 

0= {(1.0), (0, 1)} е Р'= {(1, 1), (-1, 1)} 



е а та1г12 А = 



2 0 
0 1 



Оиегешо8 а550с1аг а е^са ша1г12 А иша арИсадао Ипеаг яие (1ереп(1е де А е 
ёа8 Ьа8е8 (1а(1а$ 0 е 1$1о ё, 

Гд:К'^К^ 

Ун- Га(¥) 



СопхШеге V = {х, у). 8е]а X = [\]^ = 



АХ = 



2 0 
0 1 



2х 
У 



- [Тх{у)\' 




ү ..—/ ~^у{х,у) 



Пдига 5.4.1 



ЕШао, Га(у) - 2х(1, 1) + >■(-!, 1) = (2^: - 2;с + у). 

Рог ехетр1о, зе V = (2, I), еШао Га(2, 1) = (3, 5). Ыо1е цие зе иүё88ето$ 

рагИао ае ^ = 0' = {(1, 0), (0, 1)}, 1епато8 оЬШо Га(у) = {2х, у) = Аү. 



Р1дига 5.4.2 
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а та(г1г 



родето$ а8$ос1аг 



А = 



'/711 



/П Хл 



V*-*- Та(у) сото: 



Зе^а X = [у^з = 



А • X = 



От1 



Епгао, Га(у) = Д'!*! + ... + опде у,- = А,- • X е А,- ё а 1-ёата ипНа 

ае А. 

Ет еега1, ёада ита та1г12 Агпхп> е1а ё епсагайа сото ита арИса^ао 
Ипеаг Га:К"-*К'" ет ге^а^ао а5 Ьавез сапбшсав бе К" е К'". 



Ехетр1о: 



А = 



1 -3 5 

2 4-1 



,^= {(1,0), (0, 1)} е 



/3' = {(1, 0, 0), (0, I, 0), (0. 0, 1)}. 

Га:К^-^К^ Епсоп1гето8 е81а иап^Гогта^ао Ипеаг. 



8е]а X = 



У 



А . X = 









X 




" 1 


-3 5 ' 








2 


4 -1 




У 










2 





X ~ Ъу ^ 52 
2л: + 4^ - 2 



Етао Га(х, у, 2)={х - Ъу + 52)(1, 0) + (2;: ^ Ау - 7)(0, 1) = 
= {х - Ъу 52, 2х + 4у - 2) 
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5.4.2 Аеога 1гето5 епсоШгаг а та1:г12 азкос^айа а ита ггапвГогша^ао 
Ипеаг. 8еза Т:У \\/ Ипеаг, /3 = у„} Ьазе (1е Г е /З' = {\У1, 4^^} 

Ьазе (1е IV. ЕШао Дү,), Т{у„) зао уе1оге8 йе е рог(ап1:о 



ДҮ„) = ащ^! + ... + ащпУ'} 



А 1гап8р05(а ёа та1г12 ёе соеГ1с1еп1е5 йе51е я81ета, апо1ада рог [Г]?; ё сЬа- 
таёа та1г12 с1е Т ет гек^ао а8 Ьазез /3 е /З'. 



^4 = 



= А 



ОЬ^егүе яие Т разза а аег а арИса^ао Ипеаг а880с1а(1а £1 та1г12 А е Ьааеа /3 е 

0', 1510 ё Г = Гд. 



5.4.3 Ехетр1о$ 

Ехетр1о 1: 

Зе^а Г:К^ К^ 1а1 цие Т{х, у. г) = (2х + у - г, Зх - 2у + 42). 
йезат^ = {(1, 1, 1), (1, 1, 0), (1, 0, 0)} е Л' = {(1, 3), (1, 4)}. 

Ргосигето8 [Г]^'. 

Са1си1апс1о Г по8 е1етеп108 с1а Ьазе /3, 1ето8: 

Г(1, 1, 1) - (2, 5) = 3(1, 3) - 1(1, 4) 
Г(1, 1, 0) = (3, 1) = 11(1. 3) - 8(1, 4) 
Г(1,0, 0) = (2, 3)= 5(1, 3) - 3(1,4) 



3 115 
-1 -8 -3 

0Ь8егуе яие 8е Пхагтоз оииав Ьа8е8 /3 е 1егето8 ита ои1га та1г12 
рага а иап^Гогта^ао Г. 

ЕхетрЬ 2: 

5е]а Г а 1гап8Гогта(^ао Ипеаг сЬ Ехетр1о 1 е 8е]ат |3 = {(1,0, 0), 
(0, 1, 0), (0, 0, 1)} е/3' = {(1, 0), (0, 1)}. 



ЕпШо 
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Са1си1ето8 [^]^'- 



£п(ао 



П\, 0, 0) - (2, 3) = 2(1, 0) + 3(0. 1) 
Т(0, 1,0)= (1,-2)= 1(1,0) - 2(0, 1) 
ДО, 0, 1) = (-1, 4) = -1(1, 0) + 4(0, 1) 



1 

-2 



-1 

4 



ОЬ$егуадао: и$а-5е (1епо1аг 8Ш1р1е$гпепге рог [Т] а та^г^г ёе ита 1гап5- 
Гогта^ао Ипеаг К" ет геЫ^ао Ьазез сапбтсаз. А881т, по Ехетр1о 2 

[Т^' = \Т]. ТашЬёт ё сотиш изаг-зе а по1:а^ао 81тр1Шса<1а: Т\ ^ Т{\). 
ЕхетрЬ 3\ 5е]а Т.Ү^Ү 

ҮН^ V 

Ыо ё, Г ё а 1ёеп11(1ас1е. 

Зе^аш /3 = ү„} е |3' = {\\ у),} Ьазев йе V. Са1си1ето8 1Г]^'. 

СОШО Т\1 = VI = *^\\\\ + ... + ЙщУ), 



Т\п = ү„ = йщу; + ... + йпп^п. 



«11 



'Л1 



'1Л 



а та1п2; шидап^а ёе Ьазе. Уе^а 4.7.1. 

ЕхетрЬ 4: Оайаз аз Ьавев /3 = {(1, 1), (0, 1)} (1е е /3' = ^(0, 3, 0), 
(-1, 0, 0), (0, 1, 1)} с1е Я^, епсоп^гешов а ^гапаГогта^ао Ипеаг Т:К^ сц|а 
та1п2 ё 



0 
-1 
-1 



1п1егрге1:апёо а таи12, 1:ето8: 

Г(1, 1) = 0(0, 3, 0) - 1(-1, 0, 0) - 1(0, 1, 1) = (1, -1, -1) 
Г(0, 1) = 2(0, 3, 0) + 0(-1, 0, 0) + 3(0, 1, 1) - (0, 9, 3) 

Веуешоз епсоп1гаг а^ога Т{х, у). Рага 151о езсгеүетов (х, у) ет геЫ^ао а Ьа- 
8е /3: 

(х,у) = х(и 1) + (у-х)(0, I) 
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АрЙсапдо Т е и$апёо а 1теап(1а<3е, 1ето5: 

Т(х, у) = хТ(1. I ) + (у , х)Т(0, 1) 

- ^(1, -1, -1) + (у - х)(0, 9, 3) 
= (х, Ь' - Юх, Зу ~Ах) 
0 ге5ииа(1о а 5е§и1г (1а о 8щп1Псас1о (1а шаМг йе ита ^гапхГогта^ао 

Ипеаг. 



5.4.4 Теогеша: Зе^ат К е Н' евра^ов ¥е1ог1а18, а Ьаве (1е V, 3 Ьаве йе Н' 

е Т:У-* IV игаа ар^^са^ао 1|пеаг. 
Еп1ао, рага 10(1о \ ^ V уа1е; 

{Т(\)]^ = [г]^ . 1у]^, 



© 



Р1дига 5.4.3 




Рага Лсаг та18 Г^сИ а сотргеепкао Гагето8 а (^етопзиа^ао по са$о (1цп V = 2 
е сИт = 3. 0 сазо 8ега1 ё 1о1а1теп1е апй108о е ро(1е 8ег Ге11о сото ехегс1- 

с1о. 

Рг(Ш\ Зе^ат а = {^1, у^} Ьазе (1е К е |3 = ^^2, Ьазе де ^^' е 



1г^ = 



«31 



«12 

«22 
«32 



8е)ат а^пйа V е К е [ү]^ = 



Х2 



[Гу]р = 



Оа таи12 [Г]^ заЬетов ^ие 

ГУ1 = ^/ц^'! + «^!^*'^ + «31>^з 
ГУз = ^12*1 + «22*2 + «32*3 

А1ёт (11880, V = х^\\ + х^ъ е сото Г ё 1шеаг, 
Т\ = х^Т^х + ХзГү^ 

= ^^(ОцҮУ, + а21^^2 + ^И^^з) + ^2(«12*1 + «22*2 + «32*з) 

= (йцХ, + 0,2^^2)*1 + ("21^1 + «22^2)*2 + («31^1 + «32Л'2)^^з. 

Ма5 Т\ = У1\^1 + >'2*2 + ^3*3 ^ сото ав соог(1епаёа5 ет гек^ао а Ьа5е ^ 
8ао йшсак, 1ето8 ^ „ 

>'1 = «11^1 + «12-«2 
у2 = «21^1 + «22-*^2 
Уз = «31^1 + «32-^2 



В|Ь!го»еса (1е 

Сгёпс|'а & Тесло 
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ои 8е]а, 







«11 


0,2" 










Уз 




«31 


«32 



^1 
Х2 



А1гауё8 (1е81:е 1еогета, о е81идо йе (гап$Гогта9бе$ Ипеагек епгге екра^ов 
(к (11теп8ао ГтИа ё тейипйо ао езШйо <1е та1г12е5. Оиап(1о V = М/ е Т = I, 
оЬзегуе ^ие о гешкайо ё о тевшо йа та1г12 (Зе тийапда <1е Ьазе ёайо ет 
4.7.1. 

Ехетр1о: В^а а (гапкГогша^ао Ипеаг ГгК* -> ёайа рог 



1 

0 
-2 



-I 
1 
3 



опс1е а = {(1, 0), (0, 1)} ё Ьазе де К\ /3 = {(1, 0, 1), (-2, 0, 1), (0, 1, 0)} ё 
Ьазе (1е К^. ^иегетоз заЬег диа! ё а ша§ет с1о уе(:ог V = (2, -3) ре1а арПса- 
^ао Т. Рага 1$(о, ас}шпо$ а$ соог(1епа^ (1о уе1от V еш ге1а9Ш) а Ьаве а, 

•, а $е£и1г, икапао о (еогета, 1ешо$ 



оЪ(еп(1о [у]^ = 



[Ту]^ = [Т^^Ыа = 





■ 1 


-1 " 


■ 2' 




" 5' 




0 


1 




-3 




-2 


3 


-3 




-13 



ои $е]а, 



Ту = 5(1, 0, 1) - 3(-2, 0, 1) - 13(0, 1. 0) 
= (11, -13, 2) 



0 ге1асюпатеп(о еп(ге а$ Штеп$бе8 ёо пйс1ео е (1а 1та§ет (1е ита 

(гапзГогта^ао 1теаг е о ро5(о с1е ита та1г12 а е1а а550с1айа 6 байо по (еоге- 
та а 8е§и1г, си^а (1етоп8(га9ао с1е1хато8 ао зеи епсаг§о. 

5.4.5 Теогета: 8е^а Г: К-»- К' ита арИса^ао 11пеаг е а е 0 Ьа^ез йе V е 
ге8рес(1¥атеп(е. Еп(ао 

йш11т(Т) = ро8(о ёе [Г]^ 

Агт к&г{Т) = пиийаае (1е [Г^ 

= пйшего ёе со1ипа8 - ро8(о Ае [Т^. 
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5.4.6 Теогета: 8е]ат Г,:К-* ^ е Т^:]^ ^ ц {гапвГогта^без Нпеагез е а, 
у Ьазез ае Н' е ге5рес(1¥атеп(е. Еп(ао а сотро$и де Т^ сот Т^, 
Т^оТх .Ү^ И, ё Нпеаг е 

[ТгОТ,^^[Т,^^ . [т,Ц 



© 




Р1дига 5.4.4 



А (1ешоп$(га9ао ёе5$е (еогегпа ё ^1ге(а та$ Ьа$(ап(е (гаЬаШоза. Рог е$(а 
гагао пао а Гагетоз щт, 1пд1сап(1о арепаз зиаз е(ара8. Ро(1ет08 е1е(иа-1а 81т- 
р1е$теп(е 1етЬгап(1о а сопз^ги^ао да8 ша(г1ге5 ёа$ (гап^Гогта^бе^ Т^ е Т^, 
оЬ(еп(]о де8(а Гогша $иа$ а(иа9бе$ $оЬге а5 Ьа$е$ ге$рес(1уа$. А 8е@шг, рог 
сотроз^^ао асНатоз о цие Т^оТ^ Га2 па Ьа5е йе V, е сЬершоз еп(ао а та(г1г 

[Т^оТх^, оЬ5ег¥ап(1о ^ие е$(а ё еха(атеп(е о рго(1и(о ёа$ ша(г12е8 ап(егюге8. 



5.4.7 Ехетр1о$ 

ЕхетрЬ I : Соп81(1егето8 ита ехрапвао ёо р1апо (1а(1а рог 
Т^^х, у) = 2{х, у), е шп с1$аШатеп1о йайо рог Т^^х, у) = (х + 2у, у). Ао 
еГе[иагто$ рг1те1го а ехрап$ао е йеро15 о с1$аШатеп(о, (егето8 а 8е^иёпс1а 




Р1дига 5.4.5 
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А5 та1п2е8 (ет ге^а^ао а Ьазе сапбтса (1е К', бав иапзГогта^бех вао 

2 0 



[т = 



0 2 



1 21 
0 



ЕШао, а та1г12 (ет ге^а^ао а Ьазе сапбп1са К^) с1а арИса^ао яие ехрапде 
е с15аШа (яие ё ]и81атеп1е а сотро51а Т^оТ^) ^ега 



' 1 2" 




- 

2 


;1 




"2 4 


0 1 




0 






_0 2] 



ЕхетрЬ 2: Зе^ат аз {гапк^^огта^без 1теаге$ Г^^К.^^-^К^ е Га^К^^Я' 
сиза8 та1;г1ге5 5ао 



1 0 
1 -1 
0 1 



0 1 -I 
0 0 0 



ет 



гек^ао а8 Ьа8е5 а = {(1, 0), (0, 2)}, /? = {(^, 0, -3), (1, 1, 15), (2, 0, 5)} 

е 7 = {(2, 0), (1, 1)}. Оиегето8 епсоп1гаг а иапзГогта^ао Цпеаг сотро81а 

Т^оТ^-.К^^К^ , ои 8е]а, ргес^зашок асЬаг (ГгОГ^Хх, у). 

Рага 1810, и8ато8 о !еогета ап1егюг рага асЬаг а та1г17 да сотройа. 



0 1 -1 
0 0 0 



1 о1 

I -1 
0 1 



1 -2 
0 0 



Е8Сгеүето8 а§ога аз соогёепадав (1о уеЮг {х, у) ет ге1а?ао а Ьаке а. 

Еп1:ао, ияапдо о 1еогета 5.4.6, 1ето8 
1(Г2оГ,)(х. у)]^ = 

РоПапЮ, (Гз )Г»)(х, у)^{х- у){2, 0) + 0(1, 1) = (2х - 2у, 0). 





"1 -2] 


' X 




' X - у 




0 0 ] 


У 
2 




0 
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5.4.8 Сого1аг1о: 5е Г.: К-> Н^" ё ита иапхГогта^ао 1теаг 1отег51Уе1 (Г ё 
ит 15отогП5то) е а е |3 5ао а8 Ьаяез (1е Г е Н', еп1ао Г"*:Н'-* е ит оре- 
гас1ог Ипеаг е 



{т-'1-Щу' 




-1 V /3 




Пдига 5.4.6 



Ргош: А та1г12 1(1ет1йа(1е, 1/]^ = [Г-^оГ]^ = [Т-'%^Щ. 



5.4.9 Сого1агю: 8е^а Г: Ү-^ Н' ита ггап^Гогта^ао Ипеаг е а е |3 Ьавез йе 
Г е (V. Еп1ао Г ё туегзГуе! 5е е зотеШе 8е (1е1 |Г]^ Ф 0. 

ЕхетрЬ: Хда Г:К^ ^К^ ита ^гапзГогта^ао Ипеаг дада рог 



3 4 ■ 
2 3 



опёе ^ ё а Ьазе сап6п1са с1е К'. Сото (1е1 [Г]| = 1, о согоМпо 5.4.9 айгта 
^ие Г ё туег51Уе1. Ре1о сого1агю 5.4.8 8аЬето8 ^ие 

1^ 



1Г-Ч| = (1ПГ' = 



3 4 
2 3 



ГЗ -4 
-2 3 







■ 3 -4' 








' Ъх - 4у' 






-2 3 




У 




-2х^3у^ 



Епйо [Т-'(х, у)]^ = [Г-Ч| 



ои 5613, Г->(х, >■) = (Зх - 4>\ -2х + Зд/). 

5е Г: К-^ Н' ё ита ар11са(^ао 1шеаг, а, а' Ьавез с1е К е /3, /З' Ьазез {1е И/, 
роёето5 ге1асюпаг а8 та1п2е5 [Г]^ е [Г]^' йо 8ееи1п1е тос1о: 
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5.4.10 Сого1апо: 

Ө © 

V "^- \^ 



© 

Р1дига 5.4.7 

[г]°;= [/0 7-07]^; = [г]^ [л2' 

Ет ра1ауга8, сопЬесепйо а та1г12 ита ^гапхГогта^ао Цпеаг еш гек^ао а 

сег1:аз Ьакез а е ^ е та1г12е5 с1е шидап^а де Ьазе рага поуа5 Ьазех а е ^ , 
родешоз асЬаг а та1г12 (1а тезта иапзГогта^ао 1теаг, дез^а үег ет геЫ^ао 
аз поуа$ Ъакез а' е ^\ 

Сото сазо рагиси1аг ёа вИиа^ао ап1егюг 1ето$: 
5е Т\Ү^ V 6 ита (гапкГогта^ао Цпеаг е а е ^ ^йо Ьавек ёе V, еп1ао 



© , © 




Р|дига 5.4.8 



[г]^ = иого/]^ = 1/]«[геи]^. 

ЬетЬгапйо ^ие [1^ = (ИЦу^ е сЬатапдо ^]^ = А, ует цие 

[Г]^ = А . [Г]^ - А-> 

О12ето8 пе81е сазо ^ие а8 та^пгез [Г]^ е [Г]^ 8ао зете^Иатех. 

Ре1о согоЫпо ап(;егюг, оЬ8егүато8 а1гауё8 де тис^ап^ав сопуеп1еп1е5 де Ьамз 
диа1 а тодЮсадао яие а та(г12 йе ита иапкГогта^ао 1теаг адГге. 
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Ехетрк): 5да а 1гап8Гогта?ао Цпеаг ГгК^-^К^ сца та1г12 ет гек^ао 
а Ьа8е сапдл1са ^ ё 



[Т]\ = 



-2 4 -4" 
1 -2 1 
3-6 5 



Са1си1ето$ а таи12 (1е81а (гап^Гогта^ао ет геЫ^ао а Ьазе & ~ ^О, 1, 1), 

1 геЫ^Ю [г| = [/]| [П| [/]Р опйе 



— — — — ' — • ч»^»»*» V » «»»*д« V* лл дшу«ж ч 

(-1, 0, 1), (1, 1, 1)}. Рага 151о, ихатов а 



ГО -1 1 

1 0 0 
1 1 1 



-1 2 -1 

0 -1 1 

1 -1 1 



'-\ 0 0 
0 2 2 
0 0 0 



ию П08 виееге а регвиШа: Оада ита иапхГогта^ао 1теаг, ЬА ит ргосе- 
Штето ргаИсо рага яе са1си1аг ита Ьа$е ет яие а та1г12 йези ^гапзГогта^ао 
зе^а а "та18 51тр1е8 розхГүеГ'? А ге8ро$1а а е$1а рег^иШа $егй ит с1о8 П08808 
оЬ|е(1У08 П08 рг6х]то$ до18 сар1Чи1о8. 



*5.5 АР11САдОЕ8 Д 0РТ1СА 

Соп51ёегагето8 пе81а ^ес^ао о са8о де ит Ге^хе йе 1и2 Йе га1о8 рага1е1о5 (си]а 
Шге^а^о ро4е, роПапЮ, $ег с1а(1а рог ит үе(ог) цие $е геЛеСе еш е$ре1Ьо$ 

р1апо$. 

1п1с1ато$ оЬ$егүапёо а ^Киа^ао та1$ $1тр1е8 ро$$1Үе1: а ргора^а^ао 8е <1а 
по (1$(о ё, е$иипо$ оЬ$егүапйо о Гепбтело <1е регП!) е о е$реШо е8(а со- 
1осас1о по еЬсо Ьог12оп(а1 (үе]а а П^а 5.5.1) 
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Оайо иш га1о де Ыг шс1с1ете па (Игесао &о үеЮг (а, Ь), регйшИатоз 
ет яие (Иге^ао {с, й) ея^ага о га1о геЙеИйо? 

Рага гезропйег а е81а регешИа ёеуетох гесогдаг ит роисо зоЬге аз 1е1з 
^ие ге§ет а геЙехао (1а 1и2 ет ит ехреШо. 5ао еЬв: 
/) О га1о с1е 1и2 тс1(1еп1е, а погта! ао езреШо по роп1о (1е шс1<1ёпс1а 
е о га1о гейеи(1о 68150 по тезшо р1апо. 

0 апёЫо етге о га1о тс1Йеп1:е е а погта! ао екреШо ё о тешо яие о 
ап8и1о еп1ге а погта! е о га1о гейеИёо. 

8иропйо яие о евреШо ё регГеИо, 1810 ё, п^о Ьа аЬзог^^о йа 1и2, а 1и2 
56 геПеге сот а тевта 1п1бпз1(1а(1е ^ие 1шНа па шс1дёпс1а. 
Ыо сазо 81тр1е8 яие (етоз, пао ргес18ато5 по8 ргеосираг сот (0 ро»» 
а8 ргораёа^без 8е ёйо по тезто р1апо. 8е о сотрг1теп1о <1о үеЮг ш^Исаг а 
ш1еп8Шаёе да 1и2, (ш) 1пс11са яие о үегог гейеИао 1ега о теато 1ашап1го цие 
0 шс!(1епее. Ез^ев гезикааоз, ]ип1атеп1е сот («), ^трИсат цие с = а е (/ = -й, 
ои, ет Гогта ёе та1г1г 



ю 

ш) 



с 




\\ о' 




а 






0-1 







Робетов сопс1шг, роЛапго, яие ит езреШо р1апо аШа &оЬге 08 га1о8 
1ит1по808 сото ита иапзГогтадао Ипеаг Е (сотраге сот 5.2.2). 

Раззетоз азога а езШёаг яиа1 ё а та1г12 азхос^ааа а ит езреШо пита 
ро51$ао ит роисо та18 вега! (уе]г^ а Пеига 5.5.2), 181о ё, Гогтап(1о ит 
ап8и1о Ө сот а ЬопгоШаЬ 



Р1дига 5.5.2 





У 






















е5ре1Ьо 













Ро(1ето5 Гагег ез1е сазо са1г па зИиа^ао ап1ег1ог соп51аегап(1о ита ти- 
ёап^а (1е Ьазе. Тотатоз а Ьазе 0 - к,, е^} опёе е, - (сох д, зеп Ө) езЫ па 
а1ге9§о {1е х' (езреШо) е е, - (со5 (-| + Ө), 5еп(у + 9) = (-8епӨ, со^Ө) 
6814 па а^ге^ао погта! ао езреШо. Ет геЫсао а ехи Ьазе 



0 
-1 
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Рог1ато, ет гек^ао а Ьазе сап6п1са 1ето8 (үепПдие, са1си1апао 



е, роггап^о: 
5.5.1 



с 




С05 2Ө 


8еп 2Ө 






8еп 2Ө 


-С05 2Ө 



А та1г]2 [Е]1^ роёег1а зег оЬиёа (11ге1атеп1е 81тр1е8тете оЬ8егуап(1о 
о яие а ^гапзГогта^ао Ипеаг (о евреШо) Гах поз уегогез (1а Ьазе сап6п1са 
(га108 1ит1П0808 па а1ге<;ао (1о е1хо {1о8 х е до8 у). (Үе^а а Р^вига 5.5.3.) 



С05 20. зеп 20) 

е5ре1Ьо 




е$ре1Ьо 




(С05( ^-26), -5вп{|-2Ө)) 
= (веп 2Ө, - С05 20) 



^о!е С}ие ао со1осагто8 аз сотропел(е8 (1о8 уе1:оге8 гейейёоз ет со1ипа 
оЬ1егето5 а тезта та1п2 ^ие аШех. 

Сото ро(1ето5 (га1аг о ргоЫеша ет цие Ьа]ат үаг1о8 е8реШо5 е, соп- 
$бцйеп(етбп(б, гейехдез $исе581үа8? 8]тр1е$тел(б рб1а сотро819?о (1а$ иал$- 
Гогта^без Ипеаге$ а58ос1а(1а8 а сайа езреШо па огс1ет ет цие осоггет аз 
гейехбез ои, ет 1егто5 (1е та1г12, ре1о ргодиГо йав таЫаех па ог(1ет 
соггб1а (уе^а 5.4.6). 

Уато5 ехетрИПсаг апаИ5ал(1о а ^йиа^ао зевшпИе: ит Ге1хе (1е 1и2 зе 
ргора8ап(1о ла Шге^ао йо үе1ог (1, -1) е геЙеИлёо ло8 езреШоз ёа П^ига; 



(1,-11 














5Я 














1 6 ^ 









Ет цие (Иге^ао е81агй о £е1хе арб8 а8 геЙехбез? 
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л — 

Рага гезропйег а 181о Ьази иИАлхлт а тл1пг де 5.5.1 сот Ө --^рага а 
рг1те1га геПехао е Ө = рага а зевипЛа. Тетоз еШао (үегШяие): 



с 


1 -Л 

2 2 
' -хП -1 


1 /З' 

2 2 

/3 




1 




" л + ^/^ 

1-/3 


д. 


2 2 


_2 2 _ 








2 



Сопс1и1то8, еШао, яие о Ге1хе е81ага па Шгедао ае ( ^ ' 2 ' 

0 тезто гас1ос1П1о родега зег ГеНо яиапдо е81ато8 сот езреШоз р1апо8 
по езра^о. Ра^атоз ит ехетр1о. Үатов тозггаг цие зе *1уегто8 3 евреШоз 
со1осаао8 ао18 а (1о18 регреп(йси1аге8, циа^циег Ге1хе ёе 1и2 с1е га1о5 рага1е1о8 
Яие 1пс1ае зоЬге о соп]ип1о 8а1га рага1е1о & йиедго (1е тсШёпаа арбв аз геПе- 
хбез (уе^а а Пеига 5.5.4). 



Р1||ига б.в.4 




А5 таи^гез а58ос1аёа8 а сада е8реШо родет 8ег оЬИйаз оЬзегуапдо о цие е1е 
Гаг сот са(1а ит до5 уеЮге^ (1а Ьа8е сап6п1са. 0Ыето8 ешао: 





-1 


0 


о1 




" 1 


0 


0 




1 


0 


- 

0 


м, = 


0 


1 


0 


, Мз = 


0 


-1 


0 


. Мз = 


0 


1 


0 




.0 


0 


1_ 




0 


0 


1 




0 


0 


-1 



рага 08 езреШоз I, II е III гезресиуатеШе (уепЯчие). 8е о Ге1хе (1е 1и2 
1пс1аеп4е евей па а^ге^ао (с, Ь, с) а а^ге^ао <1о Ге1хе геЯеИао ре1о соп]ип1о 
8ег^ 







" а ' 




'~а ' 


е 


=5 Мз • Мз • М^* 


Ь 










с 




-с 



0 тезто гезиИаао зега оЬг^ао 8е аз геПехбез ве аегет ет ои1га огдет 
(МзМэМ,, М,МаМз егс). Роаетоз сопс1шг, роПапЮ, яие а а^гедао ае «а^аа 
ё рага1е1а е сопиаг1а & ёе еп(гааа. 

А геЯехао аа \\хг (ои 8от) Геиа ет езреШов пао р1апо8 пао ё аезсгИа 
рог ггапзГогта^без 1теаге8. Үосе уега а^вип» ехетр1о8 де евреШов пао р1апо8 
ет 11.7. Авиагае! 
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5.6 ЕХЕНСГСЮЗ 



1. 8е]а Г: К-» ита Гип^ао. Мозие ^ие: 

й) 8е Г ё ита (гап^Гогта^ао 1теаг, еп4ао Г(0) = 0 

Ь) 8е Г(0) Ф 0, еп1ао Г пао ё ита иапзГогта^Зо 1Шеаг. 

2. Ое1егтте яиа18 аа8 8е8ит1е8 Гип^оев као ариса^бев Ёпеагез: 
Д)/:К2-^К^ 

{х, У)^{х -У у, X - у) 
6)^:К'^К 

{х, у)\^ху 
с) Н-.М^^К 



а Ь 

с а 



ае( 



а Ь 
с а\ 



с1) к :р2 -^Рг 

ах^ Ьх с \- 
е)М:Ц}^¥} 



ах^ + Ьх^ + сх 



{Х, у, 2) I > {Х, у, 2) 

/)Л^:К->К 

ху*\х\ 



1 2 

0 -1 

1 1 



3. а) АсЬе а (гапвГогтадао Ипеаг Г:К'-»-К^ 1а1 ^ие Г(1, 0, 0) = (2, 0) 

Г(0, 1, 0) = (1, 1) е Г(0, 0, I) = (0, -1). 
Ь) Епсотге V ёе К^ 1а1 яие Т{у) = (3, 2). 

4. а) Оиа1 ё а (гапзГогта^ао 1теаг Г^К^-^-К' Ы яие 7(1, 1) = (з^ 2 1) е 

Г(0, -2) = (0. 1. 0)? 
Ь) АсЬе Г(1, 0) е Г(0, 1). 

с) Оиа! ё а ГгапяГогта^ао Ипеаг ^'гК^-^-К^ Ы ^ие 5(3, 2, 1) = (1, 1), 

5(0, 1,0) = (0, -2) е 5(0, 0, I) = (0, 0)? 
с!) АсЬе а (гапвГогта^Зо 1теаг Р:К^ К^ 1а1 яие /> = 5оГ. 

5. а) АсЬе а (гапвГогта^ао Г ао р1апо по р1апо ^ие ё ита геПехао ет Гогпо 

аа ге1:а х = у. 
Ь) Е8сгеуа-а ет Гогта та1пс1а1. 

6. N0 р1апо, ита гога^ао ап11-Ьогйг1а де 45° ё $е£и1<1а рог ита аш^а^ао ае 
уП. АсЬе а арЬса^ао А ^ие гергевепГа е81а ^гапвГогта^ао йо р1апо. 
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7. ^иа! ё а арИса^ао Л яие герге5еп1а ита сопиа^ао де ^ зевиИа рог 
шпа гога^Зо Ьотйхш йе 45°? 

8. УегШяие ^иа! о пйс1ео ё шшвет е шаз ге8рес11үа& (Цтепзбез йаз ИапвГог- 
шадбев дадаз по8 ехегпр1о8 ёо рагйвга^"© 5.1. 

9. 0аё08 ТМ-* V ипеаг е шзеЮга е и„ и^, ^еЮгез 11 ет то81ге 
^ие {ДиО, Пщ)} ё Ы. 

10. 8е)ат К, 8 е Т 1хё$ иапзГогта^оев Цпеагез йе ет 

1 0 1 
8е [Л]= 2 11 
0 -1 1 



[51 = 



'-2 1 -1 
3 1 2 
1 -2 0 



, асНе 



Г !а1 яие Я = 5оГ. 

11. 5е]аш а = ((1, -1), (0. 2)} е /3 = {(1, 0, -1), (0, 1, 2), (1, 2. 0)} Ьазе. <1е 
е гезресИүатеШе е 



1 0 
1 1 
0 -1 



а) АсЬе Т. 

Ь) 5е 5(х, у) = {2у, х - у, х), асЬе [8Ц. 
с) ЛсЬе ита Ьаве 7 де 1а1 яие [Г]^ = 



12. 5е [Я] = 



I 2 
-1 3 



е15] = 



1 0 -1 

2 1 1 



1 0 
0 0 
0 1]- 

, асЬе 



13. 5е К{х, у) = (2х, х - у, у) е 5(х. у, 2) = (у - 2, г - х), 

а) АсЬе [Ло^]. 
Ь) АсЬе [5оЛ1. 
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И. 8е]а V о езра^о уегопа1 (1е та*П2е8 2X2 сот Ьазе 



Го 

0 



01 

0 



8е Г: У^Л^ ё йайа рог Г 

а) АсНе [г£ опёе а ё а Ьаке сапбшса (1е К^. 

2 



= (о + (^, 6 + с). 



5е5:К'^ ^^е [5]^ = 

АсЬе 5 е, 8е Гог ро851'үе1, (а, Ь) 1а1 цие 8(а, Ь) = 



1 

-1 

0 
I 



0" 



15. 8е]а Г^К^^К^ Ы цие [Г] = 

а) Г(и) = и 
Ь) Г(у) = -V 



-1 
0 



-2 
I 



АсЬе 08 үе(оге8 и, V (а1 цие 



16. Мо81ге цие хе Т:Ү^ IV ё иша (гапзГогта^ао 1теаг, 

а) 1т(Т) ё ит 5иЬе8ра90 ёе Й^. 
Ь) к&(Т) ё ит виЬевра^о де V. 

17. 8е]ат 5 е Г арЬса^без Ипеагев <1е V ет И^. ОеПпш108 5 + Г сото 

(5 + Г)ү = 8{у) + Г(у) рага Юйо V е К е <!еГт!то8 а5 сото (а5)у = 
= а • 5(у) рага Юёо а € К е V 6 К 

л) Мо81ге ^ие 5* + Г ё ита ^гапзГогта^ао Ппеаг ёе К ет Ж 
Ь) Мохие цие а5 ё ита {гапхГогша^ао Ипеаг де V ет И'. 
с) Мо81ге ^ие = {Г I Г: К-»- И^} ё ит езра^о уегог!а1 зоЬге К. 
й) 8иропЬа ^ие дш V = 2 е &ш IV = 3. Теп1е ргосшаг (11т X. 

18. N0 ЕхегсГсю 11 ёе^егтте кег Т, 1т Т, 1т8, кег 8 е сотргоуе а уа1Ша(1е 
(1о8 1еогета8 5..3.9 е 5.4.5 рага е8(а8 (гапв^огта^без. 

19. СопзШеге а (галвГогта^Зо Илеаг 

Г:К' -*К^ дайа рог Т(х, у, г) = (г, х-у, -г). 

а) Ве^егпипе ита Ьазе до пйс1ео (1е Г. 
Ь) Оё а (Итепзао йл 1та§ет йе Г. 
с) Т 6 8оЬге]е1ога? ^ияИйцие. 
(I) Ра^а ит езЬо^о кег Т е 1тТ. 



В1Ыю1еса бе \ ''\ 
С|ёлс1а & Теспо1од1а 

ЦРРе! 
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20. Вё, циапдо ро551¥е1, ехетр1о5 с1е ^гапзГогта^без Ипеаге» Т, 5, I, М е И 
$а(15{а2епйо: 

а) Т -»- 8оЬге]е1ога 

б) 5 ^ сот кег 8 = {(0, 0, 0)} 
с) I ^ Я\ сош /тЛ =^(0, 0)} 

Л/ : сот кегМ = {(л, у)€Я^;х^у} 

е) Н:К^ -»■ К^ сош кег И= {{х, у,2)еК^\2 = -х] 



21. 8еЗа Рз = соп]ип1о йон ро1ш6т105 сот «гъи тепог ои 18иа1 а 3, е 

Т:Рг ^Ръ 
/-►/' ((1епүайа) 

а) Мо51ге яие ё иш езра^о үегопа! ёе д1теп5ао 4. 
Ь) Мо81ге яие Г ё ита ггапвГогта^ао Ипеаг. 

с) Оееегт1пе кегТе 1тТс епсоШге ита Ьазе рага сада ит аезеез 
5иЬе8ра905 уе(опа15. 



22. Зе^а 0:Рз ^ Ръ 

/н-/" (ёег1үаёа зевипда) 
Мо51ге яие О ё Ипеаг е йегегтте ита Ьазе рага кегО. 

23. 5чат а = {(0. 2), (2. -1)} е 0 = {(1, 1. 0). (0, 0. -1). (1, 0, 1)} Ьазез 
де К^ е К^ 

'2 О" 
4 0 
0 -4 

Оё а ехрге55£о рага 5(х, у). 



24. &е]а 





*0 


Г 




"о 0 


о' 


А = 


0 


2 


В = 


1 2 


1 




0 


1 




-1 0 


0 



Епсопие кегТ^, 1тТ^, кегТ^, 1т Т^.кег(Т^оТ^)1т{Т^оТ^). Пе^егт!- 
пе Ьа5е5 рага е$(е5 5е15 $иЬе5ра90&. 
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25. 8е]а Г : К^ ита геЯехао, аИаүёх ёа т^у = Зх. 
д) ЕпсоШге ТХрс, у). 

Ь) Епсопгге а Ьазе а йе К^ Ы дие [Т^ = 



26. Зе^а Г : К^ ^ К^ оп(1е Г(у) ё а рю^е^ао (1о уеюг у по р1апо 

а) Епсотге Т{х, у, г). 

Ь) ЕпсоШге ита Ьазе огйепаёа /3 (1е К^, га! ^ие 




1 0 0 
0 0 0 
0 0 1 



27. 8е]а 1 : К^ ^ К^ опёе I ё а геПехао аггауёз до р1апо 
Зх + 2у + 2 = 0. 

а) Епсотге Ь{х,у,2). 

Ь) Епсопие ита Ьахе ог(1епада 7 {1е К^, 1а1 ^ие 

1 0 о' 
0 1 0 
0 0-1 



28. Епсотге а ехргемао йл ^гапзГогта^ао Ипеаг Г : К' К* ^ие ё ита 
го1а9ао йе я/3 ет Югпо ёа ге1а ^ие разза ре1а опвет е 1ет а (Нге^ао 
(1о уе1ог(1, 1, 0). 



*29. \}т евреШо р1апо е54а аро^айо ет иша раге(1е уег11са1 Гогтап<1о ит ап- 
8и1о ёе 30** сот е1а. 8е ит £е1хе {1е 1и2 де га1о« рага1е1о8 Гог ешШ(1о үег- 
11са1тете ((1о 1е1о рага о сЬао) ёе*егтше а (иге^^Го <1о5 га1о8 геПей(1о5. 



1 0 
0 -I 
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*30. \)т е8ре1Ьо р1апо 1пап8и1аг ё арохайо по сапго ита 8а1а (1а 
сп(а ла Пецга аЬа1Х0. 




Ет яие д^ге^ао «ега геЯе1Шо ит Ге1хе де 1и2 йе шо& рага1е1о8 ет1ийо8 
уегиса1теп1е Ле с1та рага Ьа!хо? 



5.&1 Яе1ро>«а1 

3. а) Т(х. у, г) = {2х у, у - г) 
6) V = (х. 3 - 2х, 1 - 2х) 

5. а) Пх. у) = (у, X) 



X 




0 1 




X 


У ^ 


1 ► 


1 0 




У 



\\.Пх,у)^ 
13. а) [Я08] ^ 



X - у X - у 



0 2-2 

1 1 -2 
-1 0 1 



, 2л +>' 



15. д) V = {х, -х) 

17.0) АтХ =3X2 = 6 



Ь) [8оК] = 
Ь) V = (X, 0) 



1 -2 
-2 1 



19. а) кег Г = [(1, 1,0)] Ьазе = {(1, 1,0)} 
Ъ) (11т /ш Г = 3 - (11т кегТ=2 Уе]л (5,3.9). 
с) Шо. Й1т 1тТ ~ 2. 
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21. а) (Уе^а ЕхешрЬ 4 <1е 4.2.2) Ьаяе йе^е еврасо: {1 х х^} 
6) (Үе}а ЕхешрЬ 5 йе 5.1.2) • » » » 

с) кег Т = {Р(х) = к (соп51ап1е)} Ьаве: {1} 

1тТ = {Ңх) = ах^ + Ьх + с,а,Ь,се К} Ьазе: {их,х^} 

23. 5(х,у) = (у -Зх-2>.). 

24. кег Т^ = {х,у,2)е Я^;х = 0 е 2 = 2у} Ьазе: {0 1 -2)} 
1тТд = [(0,1.0), (0,1,-1)] Ьазе: {(0, 1. 0). (0. 1, -Ш 
кегТ^ = [{\,0)] 1тТ^ =[(1,2,1)] 

кегТ^оТ^ = [(1,0)] /тТ^оТ^ = ((0,0,1)] 

25. а)Т(х,у) ^—-^-Ах + Зу.Зх-^у) 

Ь) а ро(1е вег яиа1^иег Ьа$е {ү, , } Ы дие VI рейеп^а а ге4а е ү, е Уз зе^ат 
регрепй1си1аге8, рог ехетр1о, а = {(1, 3), (-3, 1)} 

27. а) Т(х,у,2) =^('Ъс ' 6у ~32,-6х + Зу - 22, ^Зх - 2у + бг) 

Ь) 7 ро(1е 5ег ^иа1^иег Ьазе , Уз, Уз }(1о га! дие V, е \^ рег^еп^ат 
ао р1апо е щг. погта! ао р1апо (1а(1о, Рог ехетрЬ, у = {(10-3) 
(0. 1,-2), (3,2, 1)}. ' ' 



1л»||игах $11дегк1а$ е Не1егёпсга$ 

*Се1Гап(1, I. М.; ЬесГигез т Ипеаг А1^еЬга, 1п1ег$с1епсе РиЬН^Ьегк, ^е* Үогк, 1961 
НоГГтап, К. е Кипге, К.; А^еЬга ипеаг; Т^йИоп Ро118опо. $1о Йик1, 1971. 

С|ёпс1а & Теспо1ад| 

ЫРРе! 



АиТОҮАЮКЕЗ Е 
АиТОҮЕТОКЕ5 



6.1 1^твоои<?Ао 

Оа(1а ита ^гапхГогта^ао Ипеаг (1е ит ехрадо уе{о:Ы пе1е тевто, Г:К^Ү 
й081аг1ато8 йе заЬег ^ие уеЮгез 5ег1ат 1еуа(1о5 пе1е5 тезшоз рог еЯа иап8- 
Гогтасао. Ыо ё, (1а(1а Т:У^ V, диа!8 8ао 08 ^еюгез V е К 1а18 яие Т{у) = 
= V? (V ё сЬатаао ^еЮг Пхо). ТеШагетоз е1ис1(1аг езга яие81ао, сопз^йегапао 
а18ита8 иапзГогта^без ^ие ^а Гогат евгида^^аз по сар1Ш1о ап1ег1ог. 

6.1.1 Ехетр1о8 

Ехетр1о 1: 
1:К^ ->-К^ (АрИса^ао Шепи(1аде) 

{Х у) !">■ (х, у) 

Ые81е сазо! годо ё Йхо ита үег ^ие 1{х,у) = (х,у), рага 1о(1о {х,у)еК\ 

Ехетр1о 2: 
Гх '.К} ^ К} (КеПехао по е1хо-х) 
{х,у)^ {х,-у) ои 



Аи1о¥а1о1е» е Аи^о^е^огея 179 



X 




1 


0 




1 

X 


У 




0 


-1 




У 



СеотеШсатете 




р|дига 6.1.1 



1п1;и1иүатеп1:е ро(1ешо$ по(аг цие (ос1о үе(ог рег(епсеп(е ао е1хо-х ё тапи(1о 
йхо ре1а ггапвГогша^ао Гх. Ве ГаЮ: 



г п 

I 0 




д: 


г "1 


0 -1 




0_ ' 


' 0 

- - 



ои 5е]а, (х, 0) = (х, 0). 

Атда та15, е51е$ үе1оге5 5ао 08 йп1С05 сош е81а ргорпейаде, у181о дие, 

ргосигап(1о уеЮгев ^ 1а15 ^ие 



'1 О" 




- 

X 




X 


0 -1 




У 




У 



са^то8 по 8е§иш(е $1$(ета: 

Г х+ Оу =х 
I Ох - у = У 

ои 

Г д: = X 

1'У =у 

Лз йп1са8 8о1и9ое8 (1е81е 5181ета 8ао уеЮгея (1о йро (х, 0), ои ве^а, 8ао о8 
уе(оге8 рег(епсеп(е8 ао е1хо*х. 
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Ехетр1о 3: 

Ы\К^ -^К^ (АрИса^ао пи1а) 
{х,у)^^{^, 0) 

N6516 са8о, о йшсо үе!ог ^ие ё йхо ре1а арИса^ао йайа ё о ¥е1ог пи1о, 
ҖО, 0) = (0, 0). 

Ра88агето8 а^ога рага о 8еёи1п1:е ргоЫета: Оаёа ита ГгапвГогта^ао 
Ипеаг (1е ит езра^о үе1ог1а1 Т\Ү^ V, е81ато5 !пгеге55а(1о5 ет хаЬег ^иа^в 
үе^огех 8ао 1е¥адо8 ет ит тйШр1о &1 те$то; 1810 ё, ргосигато8 ит үе- 
гог V € К е ит е8са1аг X Е К 1а18 яие 

Т{у) = XV 

Кевге сазо Т{\) вега ит уеЮг (1е те^та "д^ге^ао" яие V. Рог уеЮгев бе тев- 
та "(Иге^ао" ехШетоз еШепдепёо үеЮгез 8оЬге а тезта ге1а 8ирог1е. 

Сото V = 0 8а11$Га2 а еяиа^ао рага Юдо X, ех^агешоз 1п1еге88адо5 ет 
{1е1егттаг уеЮгев V 0 заИзГагепдо а сопсИ^ао ас1та. О е5са1аг X 8ега сЬа- 
таао аШохЫог ои ^а1ог сагас1егШсо (!е Т е о уеШ V ит аШоуеЮг ои ге- 
юг сагас1егШсо йе Т. Үато8 ГогтаИгаг е81е сопсе^ю. 

Ра58агето5 (1огауапге а {1аг а йе^^епадао и5иа1 де орегайог Ипеаг рага 
ита (гапзГогта^ао Ипеаг Г:К-> К((1е ит е$ра?о уеЮг^а! пе1е те8то). 

6.1.2 Ое1т1рао: Зе^а Г:К -»■ Г ига орега(1ог Ипеаг. 5е еххзигет V е К, 
V =5^ 0, е X е К 1а1$ ^ие Ту = Ху, X ё ит аиЮ^аХог де Г е V ит аиюгеЮг 
де Т а$$ос1аёо а X. 

ОЬзегүе ^ие X ро(1е зег о пйтего 0, етЬога V пао ро$8а 8ег о уеЮг 
пи1о. Оагето8 а 8ееи1г ехетр1о5 йе сото са1си1аг аи1оуа1оге8 е аиЮуеЮгез, 
и$апдо а (1еГт19ао. 

6.1.3 Е1:етр1о5 

Ехетр1о 1: 

Г:К' ^К^ 
У1-> 2у 



X 




'2 


0" 






Г2х" 


_ 2 


И 


_У _ 


1 *■ 


0 


2 




.у. 


42^. 







^е51е са50, 2 ё ит аиЮуа1ог (1е Г е яиаЦиег (х, у) Ф (0, 0) ё ит аШо^еюг 
(1е Т а850С1а(1о ао аиЮүа1ог 2. ОЬвегуе ееотеМсатеШе: 



т 



Р|дига 6.1.2 

Ве ит тодо ёега! 1о(1а ^гапвГогта^ао 

Г:К= ^ К^ 
оу, а ^ 0 

(ет а сото аиЮуаЬг е ^иа^^иег {х, у) Ф (0, 0) сото аШоуеЮг согге8роп(1еп- 
4е. ОЬкегуе цие Т{у) ё $етрге ит үегог де тезша Шге^ао ^ие V. Ат<1а та18, 

8е: 

0 а < 0, Г туегге о $еп11до (1о уеЮг. 
н) I а I > 1 , Г ё11а1а о уе*ог. 
к'0 (а| < 1, Г соп1га1 о уеЮг. 
и') сг = 1 , Г ё а 1(1еп(1(1а(1е. 
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Ехетр1о 2: 

;К^ -> К^ (КеПехао по е1хо-х) 
{х,у)^ {х, -у) 









о' 




- 

X 


[;]■ 


¥ 


0 


-1 







0$ уеЮгех 6л Гогта 5ао 1а15 ^ие 



I 


'о 




"о' 


= -1 


-| 

0 




У 











А8$1т, Юдо уеЮг (0, у), у # 0, ё аиЮҮеЮг сот аиЮуаЬг X = -1. 

Сото ]а Ү1то8 по Ехетр1о 2 с1а зедао 6.1.1 05 уеЮгез (д:, 0) 5ао Яхоз рог 
е81а ГгапаГогта^ао, Гх{х, 0) = 1(^^, 0), ои 8е}а, {х, 0) вао аиЮуеЮгев соггев- 
ропёелгез ао аиЮүа1ог 1. 
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Р!дига в.1.3 



Ехетр1о 3: 

Г:К^ (Яога^ао ёе 90° ет Югпо да опеет) 



X 




"о 


-Г 




X 




-у 


У _ 


-> 


1 


0 




_У 




X 



N016 ^ие пепЬиш үеЮг ШГегеп1е ёе хего ё куайо рог Т пит тЫИр\о <1е 81 
тезто. Ьо§о, Т пао 1еш пет аиЮүаЬгев пега аиЮуеЮгев. 

Е81е ё ига ехегар1о яие пет 1о(1о орегайог ипеаг р088и1 аи1оуа1оге8 
е аиЮуеЮгез. Евге Ыо зега сотеп1а(1о теШог ро81ег10гтете (үе^а о Ехетр1о 
2 ае 6.2.2) 

Ехетр1о 4: 

[2 2 ' 
8ча А= д ^ _ 







"2 2' 




X 




'2х + 2^^ 


_У _ 




0 1 








У 



Еп1ао А • 

е Гд {х, у) = {2х + 2у, у). 

Рага ргосигаг 08 аиЮУеЮгез е аиЮуа1оге8 йе Гд ге5о1¥ето8 а е^иа^Зо 
Т^{\) = \у ои 



2х + 2^ 
У 



= X 



Лх 



А$81т, (ешо8 о 81$гета (1е е^иа^бе^ 
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.2х + 2у = \х 
У =\у 

Соп51(1егето5 о5 са805 циап(1о () у Ф 0 е Ц) у = 0, 
/) 8е у ф 0, етЗо (1а $е£ип(1а е^иа^ао Л = 1 . 

1л%о 2дг + 2^=д: е у ~ - ~ х. ОЫетоз а551т, рага о аи1оуа1ог 

X = 1, о8 аиЮүеЮгез с1о иро {х, - ^ х), х ф 0. Ет ои1га8 ра1а¥га8, 

сото 7Хх, -1 х) = 1(х, - 1 х), 08 уеЮгез зоЬге а ге1а х = -2у као 

тап!Шо8 Пхо5 ре1а ^гапзГогта^ао 7! 

И) $е у = 0, X (1еуе 8ег а1Гегеп1е йе 0, ро15 зепао о аиЮүа1ог (х, у) 5епа 
пи1о, о дие пао роде асоШесег ре1а аеПп^^ао (1е аиЮуеЮг. Оа рпте1- 
га е^иа^ао, 2д: + 0 = ЛхоиХ = 2. Рог^апЮ, отго аиЮүа1ог ё 2 е яиа1- 
Яиег уеЮг пао пи1о (х, 0) ё ит аиЮүе!ог согге8роп(1еп1е. Ешао, Юйов 
08 уеЮгез 8оЬге о е1хо-х 5ао 1еуа(1о8 еш уе1оге8 де тезта (Иге^ао- 
Т(х, 0) = (2х, 0) ои Пу) = 2ү. 

Тето8 а881т, рага е51а ^гапвГоггаа^ао Г, аиЮ^еЮгез (х, - -у х), 

X фО, а58ос1аао8 ао аиЮуа1ог 1 е аиЮуеЮгез (х, 0), х ФО, а880С1аао8 ао 
аиЮ¥а1ог 2. Тоёо8 о8 ои(го8 үеЮге^ йо р1апо вао 1е¥аёо8 рог Т еш үе- 
Юге8 йе ац-е^оез (11Гегеп1е8. 

6.1.4 Теогета: Оада игаа {гапзГогша^ао Г:К-»- К е ит аиЮуеЮг у 
а880С1а(1о а иш аи1оүа1ог Л, диаЦиег ^еЮг XV - (XV (а Ф 0) 1атЬёт ё аиЮуе- 
1ог йе Т а88ос1айо а X. 

ОЬзегуе 15Ю поз ехетр1о8 е то81ге ^ие ет йега! 151о ё уйМо. Ма18 
ашда, гао81ге дие о соп^ипЮ Гогта(1о ре1о8 аиЮүеЮгез а88ос1аао8 а ит аиЮ- 
үа1ог X е о Шот пиЬ ё ит зиЬе^ра^о үе1ог1а1 йе 181о ё, Үу^ = 
= {ү 6 Ү\Т{у) ~ Ху} ё 8иЬе5ра9о ёе V. (Үе^а о Ехегс^сю 20 вес^го 6.3). 
Уато8 йаг ит погае а е51е 5иЬе5ра?о. 

6.1.5 Ое«п1рао: 0 зиЬезра^о = {у 6 К:7Т[ү) = Хү} ё сЬатаао о 
шЬезрадо авзоаас^о ао аШоуаЬг X. 

А8 по9бе8 ае аиЮуеЮг е аи10Уа1ог Ле ита иапхГоггаа^ао Ипеаг ( ои 
та1г12) 85о Гипаатеп1а18 рог ехетр1о ет РГ81са А1бт1са рог^ие 08 П1уе18 ёе 
епегё^а (1о8 а1ото5 е то1ёси1а5 $ао (1ас1о8 рог аиЮуаЬгез йе (1е1егтшааа8 гаа- 
Шгез. ТашЬёш о езшао (1о5 Геп6тепо8 (1е у^Ьгафао, апаН^е (1е е81аЫП<1а(1е ёе 
шп аү1ао е тшЮ8 ои1го8 ргоЫетаб ёе РГмса 1еуат а ргосига йе аиЮ^аЬгев е 
аиЮуеЮгев йе та1г12е8. 
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N0 Сар1Ш1о 12 үосё 1ега ита 1с1ё1а (1е сото аз по^оев де екра^о уего- 
па1 аиЮУаЮгев е аиШуегоге^ зао иг^Игааа^ па ге^оШ^ао йе 5151ета5 с1е ечиа- 
.668 ттепаш, е шикав з^Ша^оея Гшса^ ^ао ёезспгаз рог ит «^^^^^^^" 
ечиадбев №гепаа1В. (Үе^а о ЕхетрЮ 3 (1е 12.2.1 е о. Ехегсюо^ ^^.^ 
Оигга арНсадао 1троггапге ^ие е.гашо. үиапсЮ ё а <;1^«^'^^^^?^;^^\^7"^- 
са. е чиШса. чие .ега у^зга по СарГгиЮ 11. Ке1а, ^^^^^^^^^^^^/ ^"^; 
зегао и8а(108 рага '•погшаИгаг" Гогтаз ^иаёгаисаз. Ма15 евреаПсатепге е1е8 
вегао и8а(1о8 рага епсопггаг тис^апдаз де геГегепс1а1 ^ие регтИат 1с1епгтсаг 
Яиа18 а8 Пеигав ееотёгггсаз яие герге^епгат сеПаз еяиадоев по р1апо е по 
евра^о. 



6.1.6 Аиго¥а1оге8 е Аиго¥«оге$ с1е ита Ма1г« 



ита тагг1г яиа(1гааа, А, йе огбет п, е^гагетоз епгепаепдо рог 
аШоуЫог е аШоуеШ с1е А аиЮУаЮг е аигоуеЮг да ггапзГогта^ао Ьпеаг 
Гл К" ^К" а8&ос1ааа а тагйг А ет гек^ао а Ьа8е сапошса 1810 е, 

= А . V (па Гогта соЮпа). А881т, ит аигоүаЮг X е К йе А, е ит 
аигоуегог V е К", вао зоЮ^оев йа е^иа^ао А • V = XV, V ^ 0. 



Ехетр1о: Ва{1а а тагг12 ё1аеопа1 



А = 



''11 

0 



0 



0 
0 



е аа<108 08 үегоге8 С! = (1, 0, 0), 6^ = (0, 1, 0, 0), е„ = 
= (0, 0, 0, 1), гетоз 



А • 61 = 



0 



0 



= й1,е1 е ет ёега1. 



А • е,- = а//е,-. Епгао, е^ге^ уеЮге^ (1а Ьа8е сапбпЮа (1е К« 8ао аиго^еЮге^ 
рага А, е о аигоүегог е,- ё а850С1аао ао аиЮҮаЮг аң. 

Үегетоз па рг6хш1а .ес^ао ф1е с1ас1а ита ггап^Гогта^ао Ипеаг 
Т-У^У^ Г1ха(1а иша Ьаэе 0 роёето^ тЫиги о ргоЫсша епсоШгаг 
аигоүа1оге8 е аигоуегоге^ рага Т а аегегтша?ао (1е аигоуа1оге8 рага а тагпг 
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6.2 РОи1^0М10 САҢАСТЕК18Т1С0 

ОЬ8егуато8 по8 ехешрЮх йа «е^ао апгег1ог цие &е по8 Ьа8еагто8 паз аеПп1- 
9бе$ ае аиюуаЬг е аигоуеЮг. рага еГегиаг 08 саЮиЮк ^ие аегегштат 8еи5 
¥аЮге8, езгагетоз айогапс^о ит ргосеШтепю тиНо сотрИсадо. Рог 1510 уа- 
то5 ргосигаг иш тёгойо ргаИсо рага епсопггаг аигоүаЮгез е аиЮуегогез йе 
ита таП^г геа1 А (1е огаеш п. Рагешоз ит ехетрЮ рага о сазо ет дие 
л = 3, е ет вееиМа вепега112агето8 рага п яиа1циег. 



Ехетр1о : 



А = 



4-2 0 
-1 1 0 
0 1 2 



Ргосигашо8 уегогев V е К^ е е5са1аге5 X 6 К га15 ^ие А • V = Ху. ОЬвегуе 
Яие зе I Гог а та!г12 1аепг1<1аае ёе огает 3, епгао а е^иа^ао ас1ша роае вег 
езсгка па Гогта Аү = (XI) V, ои а1паа, (А - XI) V = 0. 
Е5сгеуепао ехрИсиашете 



0 1 





"х 


0 


0 




X 




0 




0 


X 


0 




У 




0 




0 


0 


X 




2 




0 



Тето8 еп1ао а 5е§шпге ециа^ао шагпс^а!; 



4-Х 



1 -X 



0 




X 




0 


0 




У 




0 


2 -X 








.0 



8е е5сгеүегто5 ехрИсиатепге о 5151ета (1е е^иадоез Ипеаге8 е^и1үа1епге а е^га 
е^иа^ао шагг1с1а1, 1гето8 оЬгег иш з^вгета ае ггё8 е^иа^оез е ггёя 1псб2п1га5. 
8е о ае1егттап(е да таи^г с!о5 соеГю^епгех Гог а^Гегепге ёе гего, 5аЬегето5 
^ие е51е 8151ста 1ет ита йшса &о1и(;;ао, ^ие ё а 5о1исао пи1а, ои 8е^а х ~ 
= у = 2 = 0. (Үе^а а оЬ8егуадао Гш а1 ае 3.7.2.) Мак езгаток шгегехзаао^ еш 
са1си1аг о$ аиЮуегогев А, 15Го е, үегогез V 0, га18 ^ие (А - Х1)¥ = 0. 
Ке^ге са50 аег(А - XI) аеуе хег 7.его, ои ае^а 



4-Х 



1 -X 



0 
0 
2-Х 



= 0 
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до о ро1ш6т10 сагассегззисо с1е А- СогИШиапао а гевоЫ^ао. 1ето8 

' Тоео^х'=^2"е°Х = 3 8ао а5 гаГгез (1о ро1т6тю сагасгепзИсо А, е 
ропато 03 аиюуаюге. аа шаеп. А ^'о 2 е 3. СопЬесеп<1о о. аиго^^^^^^ 
роаето5 епсотгаг 0!5 аигоуеготе^ соггевропаеШе^. Яе5о1үепао а е^иа^ао 

Аү = XV, рага 08 са&оз: 
0 X = 2 



- 

4 


2 


0 






;с 






-1 


1 


0 


У 


= 2 


У 






0 


1 


2 

_ 


1 

- 




2 




+ 22 = 2г 



А 1егсе1га ециа.ао 1трИса чие ^ = 0 е рог ^.о уешо. па ^^^^^^; 
X . 0. Сото пепЬита едиа^а-о гшрбе аша ге.и.,ао еш ^ ^"^Го^^^^^^^ 
аззоЫааоз а X = 2 вао йо Иро (0, 0. г). ои зе^а, реПепсет ао «иЬезра^о 

[(0. 0, 1)]. 

н) X = 3 

КезоЬепдо а ечиа?ао Ау = Зу, 1ето5 

"^ + гу = зх 

• -X + у =^У 
у + 22 = Зг 

Тапю аа рг1ше1га е^иа^ао яиапЮ (1а зееипёа үешоз ^ие х = -2>' е (1а 
гегсеиа ^еш 2 = у. аиЮ^еЮгез аззос1а(1о. ао аи^оуаЮг X = 3 бо 
Иро {-2у, у, у), ои щг, реПепсет ао шЬезра^о 1(-2, 1, 1^- 

621 О аие Гиетоз пейе ехетрЮ сош иша та1г12 А де огдет 3, ро- 
ае 5ег 8е'пегаигаао. 8еЗа А иша таШг йе огбеш 0иа1з зао оз аи оуаЮгев 
е аи >'елогез соггезро^аеп.е. А? 8ао ехагашепге а^иЫез ^ие заЫагеш а 
ечиа,ао Ау = XV ои Ау = (Х1)у ои ашс1а (А - Х1)у = 0. Е«:геуепао е.и 
ециа^ао ехрисИатепге, 1ето5 

Езсгеуепйо еви еяиа^ао ехрисиатеп1е, 1ето8 

















ап -X 


012 










0 


«21 












0 






От - ^ 




_ 




0 
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СЬатешоз (1е В а рг1те1га та{г12 ас1та. Еп1ао В • V = 0. $е {1е( В =^ 0, за- 
Ьешоз ^ие о ро$го с1а тагг12 В ё л е рог1ап1о о $181ета (1е ециа^бе^ Ипеагез 
Ьото^ёпео шШсадо асгта геш иша йп1са коЮ^ао. Ога, сошо ^1 =Х2 = ... = 
= ^« = 0 (оч V = 0) зетрге ё зоЮ^ао (1е иш 818гета Ьошо^ёпео, епгао езга 
йп1са 5о1и§ао 8ег1а а пи1а. А851ш, а йп1са тапе1га йе епсопггагшо8 аигоүеЮ- 
гев V (зоЫдоев п1о пи1а5 (1а еяиа^ао ас1гаа) ё геттох (1егВ = 0, ои 8е]а, 

аег(А - XI) = 0. 

1троп(1о езга соп^И^ао де1егш1пато8 рг1те1гатеп1е 05 аигоүаЮгез X ^ие 
$а(181а2ет а е^иа^ао е (1еро1$ о$ аи(оүегоге$ а е1е$ а$$ос1адо$. ОЬ$егүато$ цие 



ДХ) = (1еКА - XI) = (1ег 



ё иш ро1ш6т1о еш X с1е ^гаи и. 

Р(Х) = (вц - X) ... (д„„ - X) + 1;егт08 {1е ^гаи < л, е оя аигоуаЮгез 
ргосига{1о8 8ао а5 гайех (1е$ге роИпбтю. Р(Х) ё сЬата(1о роНпдтю аггас1еп5- 
Исо йа тагг12 А. 

Соп81(1егето5 та15 а^^ипз ехетр1о8 рага Яхаг шеШог о ргосеззо епУоЬ 
Ү1(1о по саЮиЮ (1е аигоуа1оге8 е аигоүегогез аггауёз до роИпбтго сагас(ег1$- 
йсо. 



Дц -X ... й,„ 



6.2.2 Ехетр1о! 

ЕхетрЬ I : 




А = 



(1ег(А - XI) = йеХ 



= (-3-Х) (2-Х)+4 
= Х^ + X - 2 = Р(Х). 

/^Х) = 0 ^ (X - 1) (X + 2) = 0 ои X = 1 ои X = -2. 

Ёпгао 08 аигоүа1оге8 (1е А зао 1 е -2. Ргосигато8 а^га 08 аигоүегогез а88о- 
С1а(1о$. 



В!Ы|о»еса с1е 
С1ёпс1а & Теспою&1 
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0 X = 1 
Тетоз 

'-3 4 
-1 2 

Ьоео 

~3х + 4у _ X 

-X + 2у ~ у 
_| и , 

Ешао, 1ето8 ^ие х = у. 
РоЛапЮ 08 аиеоүеЮгез а880с1а(1о8 а X = 1 зао 08 үеЮгез \ = {х, х), 

X Ф 0. 
И) X = -2. 

-3 4 
-1 2 

Еп1йо 

1 -X + 4;^ = 0 

0$ аиЮүеЮгез соггезропйете» ао аиГоүаЬг X = -2 8ао йа Гогша 
V = (47, у),уфО (ои V = (^с, ^д:)). 







X = 4у 







р|дига 6.2.1 



А8 ге1а5 асша 8ао "1пүапап1е8" ет ге^а^ао а е81а ариса^ао. 





X 








= 1 






_ 



-4х + 4у = 0 
-X + 7 = 0 





г п 


= -2 


X 


ои 




_У_ 




.у. 





-Зх + 47 
"Х + 27 



-Ъс 
-27 
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Ехетр1о 2\ 



1 ^ 



ДХ) = <1е1(А - XI) = (1е1 



у^-х 

1 



-1 
^-Х 



= (\^ - Х)2 + 1 
= Х^ - 2у/з X + 4. 

Р(Х) = 0 пао адт11е га12 геа! (А = -4), 1о§о а та1г17 А пао аёт1*е аиЮүа- 

1оге8 (пет аи1оүе1оге8). 151о 51§п1Г1са ^ие а {гапзГогта^ао йайа. ре1а та(г12 А 
пао рге8егуа а Шге^ао де пепНиш үе1ог. Гд(у) Ф Х\, \ Ф 0. 
Сеоте(г1сатеп(е, сото 



А = 



-1 

1 



2 0 
0 2 





-1 


2 


2 


1 




2 


2 



2 0 
0 2 



созЗО 
8еп 30"^ 



-5еп 30° 

СО530° 



а иашГогта^ао 7]^ (1а(1а ре1а та1п2 А ё ита 10(3930 де 30** сотр081а сот ита 
д11а1а$ао. 

Та(х, у) = (\/^ X - у, X + у/З у) 

0) = (^З , 1) е Гд(0, 1) = (-1, >/3 ). 




Р1дига 6.2.2 
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6.2.3 ОЬ5еп/адао 

ОЬзегүе яие &е е511Үё58ето5 !гаЬа1Кап(1о сош ит евра^о уе1ог1а1 сотр1ехо 
(1510 ё, 05 е8са1аге8 зао пйтегоз сотр1ехо5), о роИпбтю сагас^епзИсо 
= - 2>/3 X + 4 (1о ехетр1о ашепог 1ег1а а5 га^гев X = >ГЪ + / е X = 
= >/з - /. 08 аигоүегоге^ епсоп1гадо8, с1а тезта тапе1га яие по са50 геа1, 
830 бо йро (;с, -/:с) е (х, 1х) гевресИуатеШе. А551т, 10(1а арИсадао Ипеаг 50- 
Ьге е5ра905 үе1ог1а15 сотр1ехо8 хетрге айт11е аи1оуа1оге5, иша уег цие хеи 
роИп6т1о сагас1ег1811со зетрге айтИе га12. Ые81е саво пао зе 1еш а У15ао 
5еотё1г1са де аиЮУеЮг сото үеЮг ^ие гет 8иа а^ге^ао рге^егуааа ре1о оре- 
гаёог. Уегето8 по СарГшЬ 12 ^ие аиЮҮаЬгез е аиЮҮеЮге^ сотр1ехо8 ара- 
гесет па гезоЫ^ао с1е ит 5151ета де еяиа^оев {ИГегепс^а^в, ргоүшао де иша 
зииа^ао геа1. 

6.2.4 Үашо5 арге5еп1аг а^ога ёиаз та1г12е8 ^ие 1ёш 0 шезшо роИп6ш10 
сагас1еп'811со е, рог1ато, 08 ше8Ш08 аи1оүа1оге5, рогёш, сош аиЮүеЮгез 
ГегеШез. А1ёт д155о, үато8 гезокег 05 5181ета8 де еяиа^без Ипеагез чие по8 
ёао о5 аиЮүеШгез изапдо ша1п2е8 е5са1опа(1а5. 

6.2.5 Ехвтр1о$ 

Ехетр1о 1: 



А = 



3 0 
0 3 
0 0 



е А - XI = 



3-Х 0 
0 3-Х 
0 0 



-4 
5 

-1 -X 



Етао, ?(Х) - ае1(А - XI) = (3 - Х)^ (-1 - X). 
08 аиЮүа1оге8 де А 5ао Х] =3 е Х^ = -1. 
/) АиЮҮе1оге8 а850с1адо8 а Х^ = 3 



3 


0 


-4" 




X 




X 


0 


3 


5 




У 


= 3 


У 


0 


0 


-1 




г 




2 



Ъх - 4г = Зх 

Ъу л- Ьг = Ъу 
-2 = 32 



Магг12 атрИа(1а до 8151еша: 



-42 = 0 
57 = 0 
-42 = 0 



0 


0 


-4 






0 


0 


1 


0 




0 


0 


1 


0 


0 


0 


5 


0 




0 


0 


5 


0 




0 


0 


0 


0 


0 


0 


-4 






0 


0 


-4 


0 




0 


0 


0 


0 
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А 8о1и9ао ё: 2 = 0 е х, у яиа15^иег. 
РоПапЮ о5 аиюуегогез 8ао с1о Иро V = {х, у, 0). 
н) АиЮуеЮгез а880с1а(1о8 а Хз = -1. 



3 


0 


— 1 

-4 


X 




- - 

X 


/• 


0 


3 


5 


У 


= -1 


У 




0 


0 




2 
_ . 




2 





Зу - 52= -у 
-г = -г 



Ма(г12 ашрИа(1а (1о 815(ета: 



4х - 42 = 0 
4^ - 52 = 0 
0 = 0 



4 0-40 
0 4-50 
0 0 0 0 



10-10 
0 4-50 
0 0 0 0 



- 2 = 0 
02 = 0 



0 -1 



0 
0 

0 0 



ЗоЬдао: х = 2, у 2 яиа1^иег. 

08 аиЮуеЮгев 8ао (1о Иро V = (2,-^ г, 2), 2^0. 

Ехетр1о 2: 





3 


-3 


-4 


А = 


0 


3 


5 




0 


0 


-1 



3-Х 
0 
0 



-3 -4 
3-Х 5 
0 -1 -X 



= (3 - Х)2 (-1 - X). 



0Ь8егуе ^ие е84е роИп6т10 ё о те^шо ^ие о (1о ехешр1о апгег10г. ЕпГао 08 
аиЮ¥а1оге8 8ао Х^ =3 е Ха = -1. 
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I) Рага Х1 =3 



3 -3 -4 
0 3 5 
0 0-1 



= 3 



Зх - Зу ~ 42 = Зх 
Зу+5г = Зу 
-2 = Зг 



-Зу - 4г = 0 
5г = 0 
- 42 = 0 



0 


-3 


-4 


0 




0 


1 


4 

3 


0 




0 


1 


4 

3 


0 


0 


0 


5 


0 




0 


0 


5 


0 




0 


0 


1 


0 


0 

_ 


0 


-4 


0 

_ 




0 


0 


-4 


0 




0 


0 


-4 


0 





0 


1 


0 


0 




0 


0 


1 


0 




0 


0 


0 


0 



= 0, 2 = 0, X ^иаЦиег. 
08 аиЮүеЮгев 85о Ло иро у = {х,0,0\х Ф 0. 



/() Рага Хг - -1 



Ъх - Зу ~ = -X 
3>' + 52 = -у 
-2 = -г 



4х - 3>' - 42 = 0 
^Д' + 52 = 0 
0 = 0 



4 


-3 


4 


0 




— 

1 


0 


4 


5 


0 




0 


0 


0 


0 


0 




0 



-т ' 



_) 



1 


0 


31 
16 


0 


0 


1 


5 
4 


0 


0 


0 


0 


0 

_ 



е ¥ето8 цие 



0 0 



X = г, у = - -^2, 2 яиаЦиег. 

31 5 

Оз аи1оуе1оге8 зао ёо г1ро ^ ~ (~ "Х^' ^^' ^ ^ 
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6.2.6 ^е51а вес^ао деГш^тов роИпот^о сагас1:еп'811со йе ита та1г12, 
ои 8е^а, (к ггапзГоппа^ао Ипеаг Г: К" К" а е1а азвосгайа сото ет 6.1.6. 

Ро(1ето8 е81еп{1ег е81е сопсе11:о рага циаЦиег (гапзГоппа^ао Нпеаг 
Г: К-»- V, раг11пйо йо зе^и^пге аг8ип1еп1о. 

5е^а ^ ита Ьазе де V, еШао гетоз аз едшуа1ёпс1а8: 

7\ = \у 



1^)^ = 0 



йе1 ([Г]^ - X/ ) = 0 

ОЬ8егуашо8 ^ие а йНша сопШ^ао ё йайа рог Л[Х) = 0 опде /^Х) 6 о роИ- 
п6т1о сагас1ег1'8исо сЬ та1п2 [Т]^ соп^"огте о сопсе11о (Ьёо ет 6.2.1. 

Ые81;е сахо ДХ) (ашЬёш зега сЬатадо роИпдтю сатсшШгсо шт/огта- 
дао Т е 8иа8 гаГге^ кегао о8 аи(оүа1оге8 Ле Т, О {лШ Гип{1ашеп1:а1 пе$(а йеИ- 
щго ё зиа 1п(3ерепс1ёпс1а да Ьа8е /3 ехсоШМа. 

Ое ГаЮ, зе^а а иша оигга Ьаве йе К е ^4 = [ Г]^ . Еп1ао (уе^а 5.4.10), 

<1е1 (I Т']^! - X/) = йсХ(А[Т]^^А'' -иЫ'^) = (1е4 [Л([ Г]^ - X/) • 
= с1е1 (А) • йс1 ([ Г]^ - ХЛ • с1е1 (А'') = йег ([ Г]^ - X/) = ҢК), 



6.2.7 Ехөтр1ов 

ЁхетрЬ 7 : 8е]а Г: ^ (1а(1а рог Җх, у) = (-Зх + -х + 2у1 
Ргосигето5 зеив аи1о¥а1оге8 е аи1оүе1оге8. Ко1ето8 ^ие ве ое ё а Ьазе сапб- 
п1са (1е 



-3 41 



роаето8 (1аг о роИпбтю сагасгегГвИсо де Гсото ДХ) = с1е1 ([ Г]^ - XI). 
Үосё ро(1е а^ога сопс1и1г о ехетр1о сор1апдо йе 6.2.2 - Ехешр1о 1. 

ЕхетрЬ 2: Зда о евра^о уе1ог1а1 ёо8 роЦпбтюз геа18 (1е р-аи тепог 
ои 18иа1 а ит е зеЗа Т-.Р^^Рх а ^гап^Гогша^ао Ипеаг дие 1еүа о роИпбт^о 
1 + X ет 5 + 2.х: е о роИпбпио 4 + д: ет -2 • (4 + х). ^о1е ^ие »1 = 1 + :с е 
*2 = 4 + д; 5ао үеЮге» Ы, е рог1ап1о Гогшат ита Ьазе а де /*! е роггапЮ 
Г е51а Ьеш аеЯшаа. ОЬвегүе ат(1а яие Д*,) =№1 + ^26 Г(*2) = -2*2. 
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РоЛаШо [Т]°^ = 



1 0 
1 -2 



0 роИп6т1о сагас1ег1811со ё ДХ) = (1 - Х)(-2 - X) е оз аи1оүа1оге8 зегао, рог- 
1ап(о, = 1 е Хг = -2* Са1си1ето$ о$ аи1оүе1:оге$ а8$ос1адо$: 



а 

0 



0 {Т]^ • Ьг]а = о яие шрИса [у]^ = 

") " "^^^^а ^ ЦпрЦса [у]^ = ^ , 6 е К 

А881Ш, 08 аи1оуе1:оге8 а880с1а(1о8 а Х^ = 1 вао Ла Гоппа 
V = й*1 + За*з = 13« + Аах^ \/в 
Ат(1а, 08 аи1оүе1оге8 а880с1адо8 а Ха = -2 као йя Согта 
V = 0 • *1 + Ь«2 = 4Ь + Ьх 



6.2.8 Үато8 аргоүе1{аг 08 ехетрЬз де 6.2.5 рага ш1гос1иг1г о сопсеИо 
йе тик1рИс1^ёе йе ит аи1оүа1ог. СЬататох тиШрИсШёе а1^ёЬпса с1е 
ит аШоуаЬг а ^иап11<1а(1е йе уеге» ^ие е1е арагесе сото га12 до ро11пдт1о 
сагас(ег1$исо. N0 £хетр1о 1 де 6.2.5 о аи(оүа1ог Х1 = 3 (ет ти1(1рИс1с1аде 
а^бёЪпса 18иа1 а 2. (Ои адпда, 3 ё ита га12 ёир1а до роИпот^о сагас1ег1811со.) 

N0 Ехетр1о 2 о аи10Уа1ог Х^ - 3 1ет ти1ирИс1с1ас1е а18ёЬг1са 2. 

ОЬвегуе ^ие по Ехетр1о 1 епсоп(гато8 рага о аи(о¥а1ог Х^ = 3 аиго^е- 
1оге8 йо йро V = (х, у, 0). Моге ^ие {{х, у, 0) ^ ; х , у е К] = 
= {х{\, 0, 0) + ЯО, 1, 0):х, у&К} = [(1, 0, 0), (0, 1, 0)] е роПаШо а 
(11теп8ао с1е81е виЬезра^о аз80С1а(1о ао аиЮуа^ог Х1 = 3 ё 2 ((1о18 уеЮгев Ы). 
Ме81е са80 ё12ето8 яие а ти1йрИс1да(1е ёеотё1:г1са йе Х1 = 3 ё 2. Ма15 рге- 
с18атеп1е, а тиШрИсШас^е ^еотёМса с1е ит аиШа1ог X ё а (Итепзао (1о 
зиЬезра^о Ү^у^ ёе аи1оуе1оге8 а880с1аёо8 а X. N0 Ехетр1о 2, о аиЮ- 
үа1ог Х1 = 3 1ет ти1ИрИс1да(1е беотё1г1са 1, у151о яие а с11теп5ао с1е 
{{х, 0, 0); X е К} = {л:(1, 0, 0); х Е К} = [(1, 0, 0)] ё 1. ОЬ^егуе ашаа 
цие зе а ти1ирИс1с1ас1е а1§ёЬг1са (1е ит аи1оуа1ог Гог 1 , а ти111рис1(1а{1е ёео- 
тё1г1са $ега песе88апатеп1е 1Ёиа1 а 1. 



6.3 ЕХЕКСГС108 

1. 5е1а Т Г»} 

{х, у)у^{у, 2у). 

Мо81ге дие X = 2 ё ит аи(оүа1ог (1е Г е уеюгез да Гогта (х, 2х) 8ао 08 
аи(о¥е1оге5 согге$роп(1епге$. 
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АсЬе о5 аигоуа1оге8 е аиЮүегогез согге8роп(1епге8 (1а8 ггапвГогта^оез Ипеа- 
ге$ (1а(1а8: 

2. Г : -> 1а1 ^ие Г(х, у) ^ {2у^ х) 

3. Г:К= ^К^ Ы яие Т{х, у) = {х+у^ Ъс + у) 

4. Т:К^ ^К^ га1 ^ие (х, у, г)^{х-\-у,х ~у + 22, Тх+у-г) 

5. Т:Р2 ^Р^ 1а1 ^ие Т{ах^ + Ьх + с) ^ ах'^ + сх + Ь 

6. Т:М2 -^М^ га1 цие А»-> А' (Ыо ё, Г ё а ггапвГогта^ао ^ие 1еуа ита 
таи12 па 8иа ггапврозга.) 

7. Г : К" -» К" га1 ^ие Т{х, у, 2, \^) = {х, х + у, х + у + г, х + у + г + №) 

8. Епсопгге а ггапвГогта^ао Ипеаг Т:К^ -^К} , га! яие Т !епЬа аигоүа1оге8 
-2 е 3 а8$ос1ас1о$ а05 аигоүегогез {Ъу, у) е {-2у, у) гехресИуатепге. 



АсИе 08 аигоүа1оге8 е аигоуегоге$ согге$ропдепге$ (1а$ тагпге$: 
9. А 



1 2 
0 -1 



10. А 



11. А = 



12. А = 



13. А = 



14. А = 



1 1 
1 1 



1 2 3 
0 1 2 
0 0 1 



-3 -4 

3 5 



0 0 -1 

10 2 

-1 0 1 

1 1 2 



2 1 
1 1 



15. А = 



16. А = 



17. А = 



18. А = 



0 1 0 
0 0 1 
1-1 0 О^ 



1 
0 
-3 



3 -3 

4 0 
3 1 



-1 -4 14 
2 -7 14 
2-4 11 



2 
0 

12 0 



0 



0 1 0 

2 0 1 

3 0 

-10 0 



В(Ы1о»еса с1е Т 
С1ёпс1а & ТеСло1Й 

||рре1 
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19. 8е]а А = 



21 



-1 
0 
1 



-2 0 
-1 1 
0 0 



Сиа15 530 08 аи1:оүа1оге8 е аи^оүеюгея йе А (1е 



ит евра^о үе(ог1а1: 
а) Кеа1 



Ь) Сотр1ехо 



20. 8е X е аиЮ^а^ог да ИапзГогта^ао Ипеаг Г: К-»- е V ё ит аи1оуе*ог авзо- 
шйо а е1е, то5(ге цие 

а) к\ ё оиХто аи1оүе(ог а$80с1а(1о в. Х 5е к Ф 0. 

Ь) 0 сопзип1о Гоггаадо ре1о8 аиШүеЮгев а880С1а(1о8 а X е о уеЮг пи1о ё 

зиЬезра^о с1е V. 

8иропЬа ^ие е Хз яе^ат аи10Уа1оге8 Ш^ишоз е (ИГегеШеа де гего йе 
Г : -> . Мо81ге цие 

а) 0$ аигоуеЮгев Ү| е согге8роп(1еп1е8 8ао Ы. 
Ь) ТЬ^) е 7X^2) 530 и. 



22. 8е]а А = 




а) АсЬе 08 аиЮүа^огез (1е А е де А . 

Ь) Оиа18 830 08 аиЮуеЮгез согге8ропдеп1е8? 

23. 8ироп11а яие X ^е]г аиЮүаЬг де Г: К-> К сот зиЮуеЮг V е а ит пйтего 
пао пи1о. АсЬе 08 аиЮуа1оге8 е аиЮУе!оге8 йе аТ. 



24. 5иропЬа ^ие V Е К 5е]а аиЮуеЮг де : (^^ е 5 : К-»- К, зо те8то 
1етро сот аиЮуа1оге8 Х^ е Х^ ге$рес11Үатеп1е. АсЬе зиЮүеЮгев е аиЮ- 
¥з1оге8 йе 

а)8 +Т. Ь) ЗоТ. 



25. 8е]а Т:У^ КНпеаг 

а) 8е X - 0 ё аиЮүа1ог де Т, гпохие ^ие Т пао ё ш^еЮга. 
Ь) А гесфгоса 6 үегаа(1е1га? Ои зе^а, 8е Т пао 6 1п]еЮга, X = 0 ё аиЮуа- 
1ог йе Г? 





1 


2 


1 




"1 


3 


— 1 

1 


26. 8еЗат А - 


0 


-1 


1 


е В = 


0 


2 


0 




0 




0 


-1 




0 


0 


3 



таи12е8 түег81Уе18. 

а) Са1си1е АВ е ВА е оЬзегуе ^ие е51е8 ргоёиЮз 8ао Л^ИпЮз. 

Ь) ЕпсоШге 05 аиЮҮз^огев йе АВ е 08 {1е ВА. О ^ие уосё оЬ^епга? 
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с) Епсоп1ге 08 аиЮуе1:оге8 Ае АВ е 05 бе ВА. 0 ^ие уосё по*а? 

(1) Мойүадо ре1о5 1геп5 ап1ег10ге8, то81ге ^ие: зе А е В хао шаШге^ 1п- 
уег81Уе15 бе тевта ог(1еш, о8 аиЮүа1оге8 (1е АВ е ВА 830 08 те8то5. 
Мо51ге та18 аШа: 8е Л] ё ит аиЮүа1ог йе АВ сот аиЮүеЮг V, епгао 
Х1 ё аиЮҮа1ог (1е ВА сот зиЮуегог Ву. Оа техта Гоппа, 8е Х2 ё ит 
аиЮҮз1ог с1е ВА сот аиЮУеЮг \у, еШао Х^ ё аиЮУз1ог с1е АВ сот 
аи1о¥еЮг А*. 



6.3.1 Пе5ро$1а5 

3. XI = 1+^2>, = (х,у/Ъ); Хг = 1'у/^,\2 = (х,-\/2х) 
5. \ = I, V = ах^ + Ьх + Ь 

7. X = 1 , V = (0, 0, 0, 4») 

8. Пх,У) = {-бу, -х+у) 

9. Х1 = 1, V, = (х, 0); Хг = -1, У2 = {'У, У) 
11. X = 1, V = {х, 0, 0) 

13. X, =!,¥,= (-у, у, 0); Хз = -1, = (х, 2х, -х); Хз = 3, ¥3 = (х, 0, х) 

16. Х, - 4, V, = О' - г, у. 2); Хз = -2, = (х, 0, х) ои X, = 4, 
VI = (у. У, 0); Ха = 4, ¥2 = (-г, 0, г); Хз = -2, Үз = (х, 0, х) 

17. X, = -3, V, = (2у - 72. л г); Хг = 9, = (х, х. х) 

18. X, = 1, V, = (0, у, 0, -у); = Ъ = (х, 0, -2х, 0); Х3 = 6, 
¥з = (х, 0, 4х, 0) 

19. а) X = -2, V - (2х, х, -х) 

Ь) X, = -2, V, = (2х, X, -х); Хз = Л У2 = 1(-1 + Ол у. (1 + 
Хз =-1, Уз =[(-1-1^.^.(1 -ОЯ 

22, а) 08 йе А 8ао -1 е 2; 05 ае А'' , -1 е у . 

Ь) 08 ае В 8ао (-2у, у) ^ (х, 2х); 08 (1е А"* , (-2у, у) е (х, х) 

23. Аиго¥а1ог аХ сот аиЮуеЮг V. 
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25. а) Сото X = 0 ё аи1оүа1ог, ех151е ү-# 0 1а\ ^ие Гү = 0 • V = 0. 

Еп(ао ГО = 0 е Гг = 0. РоПапЮ, Т пао ё шЗеЮга. 
Ь) Сото Г пао ё ^п^еюга, ех18ге V =9^ н' га! цие 7У = Т^. 

ЕпШо Гу - 7Ү1/ = Яү - IV) = 0 = 0 • (V - и?), РоПап(о, 0 6 аи10¥а1ог 
ёе Г сот аи(ОҮе(ог у - м/. 

26. 6) Зйо 1£иа1$. = 1, Хз = -2, Хз = -3 

с) 5ао ШГегепгез. VI = {х, 0, 0), = ( у ^^, 0), Үз = (-| 2, -22, г) 



ЬеҢигав 8идепс1а1 е ПеҮегвпаа! 



• Нег51е1П, I. М.; Тдр1со! Л1^еЬга, Е(1!и>га РоЬртпо. 8ао Раи1о, 1970. 

2 НоГГтап, К. е Кипге. К.; ^4(ве&те /^пеог; ЕаМога Рои'вопо. 8ао Раи1о, 1971- 



01АСОМАи2АСАО ОЕ 
ОРЕКАООКЕ$ 



N0 Сар1'1и1о 5 Гогат т1го(1и21(1а8 ах арПса^оез Нпеагев е а$ та^пгех а е1а5 
а550с1аЛа$. \о$50 оЬ]е(1ҮО пе51е сарЛи1о хега епсотгаг ита Ьаве йо е&ра^о 
уеЮг^а! па ^иа! а та1п2 (1е ит с1егегт1па(1о орега{1ог Ипеаг зе^а а так 51т- 
р1е8 розв/уеК Ё ГасИ де(1и21г аз соп¥еп1ёпс1а8 ргаИсав 6& 5е 1гаЬа1Ьаг сот о8 
орегаЛоге$, и^апёо 1а18 та1п2е5. Рог тиКо^ то(1Ү05, сото уосё уега, а те- 
1Ьог 511;иа9ао роззт! ё ацие^а ет ^ие соп$е§што5 ита та(г12 й\ъ%опгИ а550- 
с1а(1а а ит орега(1ог. 



7.1 ВА8Е ОЕ АиТОУЕТОКЕЗ 

Ва(1о ит орега(1ог Ипеаг Т:У^ V, по&$о оЬ^ее^үо ё сопзе^и^г ита Ьазе /3 с1е 
V па диа! а таепг ёо орега(1ог пезШ Ьахе ([Т]^) ве^а ита та1п2 й1л$опз\, 

^ие ё а Гогта та15 81тр1е5 ро881'уе1 де 5е герге5еп1аг ит орегадог. ОЬзегүе- 
то8 ш!с1а1теп(е а 8е8щп1е ргорг1еда(1е до5 аи1оүе1оге5, 

7.1.1 Теогета: АиЮуеюгев а580с1а(1о8 а аи1о¥а1оге5 (118ипго8 8ао Цпеаг- 
шепге 1П(!ерепёепге5. 
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Рго^а: (Е51е геогета зега ргоуаёо рага о са5о с1е ёо15 аи1оуа1оге8 ё1$ип(05.) 

8е^ат Л, , атоүа1оге5, X, ^ Хз, е V, , аигоүеЮгез а85ос1а(1о5 ао8 
аи1оуа1оге5 Х] е Х^ гевресйУатегИе. Ргоуагетоз ^ие У] е 5ао и. 
8е]а + а^у^ = 0. АрИяието^ а ехШ ециа^ао а ^гап^Гогта^ао Т - Хз/. 
ихапдо а 11пеаг1(1аае йе Т е ЬтЬгапёо яие Дү,) = Х/У; е /V/ = V; рага / = 
= 1,2, ге5и1и1 

01 (XI - Хг)^! + ЯзС^! - ^2)^2 = 0 

ои 

£/,(Х, - Хз)^, = 0 

Сошо VI 0 е Х| Хг, (1е1еггпшато5 ^ие а, = 0. 

Үоиапйо а еяиад^о опв1па1 е арНсапйо Т - X,/, 1ето8 

й,(Х1 - Х,)^, + а^(К2 - ^1)^2 =0 

ои 

^гСХг - Х1)У2 = 0 

Ыо ё, Д2 = 0- РоПапЮ у, е 5ао Ы. 

А аетоп81гадао ёев^е 1еогета рага о са50 8ега1 ет яие 1ето5 Х, , Х^ , 
X;- аи1оуа1оге5 д1511п105 ё ГеИа де тапе1га апа1о8а. РагИтох бл ^еиаШайе 

Д,^, +02^2 + ... + Ог^г = *^ 

е арИсато5 ов орегайогек Т - X;/ рага тозггаг яие д, = Дз = - = 0^ = 0. 
Рог ехетр1о, рага то81гагшо$ ^ие = 0, арИсато5 8исе5ЯУатеп1е а е^иадао 
ог1ё1па1 о5 орега(1оге5: 

Т - X,/, Т - Х2Л Т - Хз/. Т - Х4/, Т-\1 

11та соп8еяйёпс1а ае51е 1еогета яие поз 1п1еге88ага рагИсиЫгшеШе ё 
с1а(1а а 5еёшг. 

7.1.2 Сого1апо: 8е К ё ит ехра^о уеГопа! де Штепкао п е Т.Ү^Ү € 
цт орегадог Ипеаг ^ие ро55ш п аи1оүа1оге8 (ИзИтоз, еШао V роззи! ита 
Ьазе си]о8 уе^огез 8ао 1о(1о8 аи!оуе1оге5 (1е Т. 

Ет оииах раЬугах, зе соп5еёи1гто5 епсотгаг 1ап1о5 аиЮуаЬгез (И811п1о8 
^иапЮ Гог а (Итепвао ёо езра^о, родето^ еагапИг а ех151ёпс1а с1е ита Ьазе 
(1е аиЮҮе1оге5. 

7.1.3 Ехетр|{» 

Ехетр1о 1 : 5еЗа Г ; а 1гап5Гогша?ао Ипеаг (1еГшШа рог 

ТХх, у) = {-Зх + 4у, -X + 2у) сиул тл1т ет ге^а^ао а Ьахе сапбтса а ё 
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-3 4 
-1 2 



(Үе]а 0 Ехетр1о 1 йе 6.2.2.) 

Оиегето5 епсотгаг ита Ьахе |3 с1е аи1оүегоге5, зе р0551Уе1, е -лШ-а 
оЬзегүаг (1е дие !1ро ё а та1п2 [Т]^. Оезёе ^ие Х, = I е Х^ = -2, е рогиш^о 

Х, ^ Х2 , родетоз ^агапИг, ре1о сого1аг1о атепог, а ех18еёпс1а (1е ита Ьазе 
(1е аи1оуе1оге5. 

Ве Га1о, (1о18 аиЮуеЮгех а850с1а(1о5 а Х, е Х^ зао у, = (1, 1) е = 
= (4, 1) гехресИүатеп^е, 05 циа15 Гогташ ита Ьаве йе К^. Ыо ё, о евра^^о 
айшке ита Ьахе 0 = {у,, Үз} Гогта(1а рог аиЮүе^огез де Т. 

Са1си1ет05 аеога [Г]^. Сото 7Хү,) = 1^, = 1ү, + Оу^ е ТХу^) = -2¥2 - 
= ОУг - 2^2, 



ОЬвегуе ^ие а та1п2 йе Т ет гек^ао а Ьаве Ле аиЮүегогев ё иша та- 
1ш (11а£опа1. 

ЕхетрЬ 2: 5е]а Г:К^ ^-К^ ита (гапзГогша^ао Ипеаг са^а ша!п2 ет 
ге1а9ао а Ьа8е сапоп1са а ё 



\тГ 



3 0-4 
0 3 5 
0 0-1 



ДХ) = аеС([П^ - ХГ> = (3 - Х)^ (-1 - X). 

05 аи1оуа1оге8 8ао Х, = 3 е Х^ = -1. А550с1а(1о а Х, = 3 1ето8 аиЮ- 
уегогев (1о Иро {х, у, 0). 

Рог(ап(о оЬ(ето8 (1о1$ аиЮүеюгев Ы. 

V, =(1,0,0) 

е 

Ү2 = (0, 1, 0) 

А8$ос1а(1о а Х^ = -1 1ето5 ит аиЮУеЮг Ы, и = (4, -5, 4). 

Етао |3 = {У|, ¥2, и} ё ита Ьазе с1е К^ сопкШигда <1е атоуеЮгев с1е Г е 



3 0 0 
0 3 0 
0 0-1 
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ОЬ^егуе ^ие ет ге^а^ао а е51а Ьазе де аиЮүеЮге^, а та^гк йе Т ё ита 
тагпг д1аёОпа1. 

Ё с1аго яие таи.гев а^аёопа!^ [Г]^ чие Гогат оЫИаз поз ЕхешрЮ^ 
1 е 2 пао 0 Гогат рог асаво. Оада ита ИапхГогта^ао Ипеаг яиа1^иег 

Г:К- V, 56 сопвееи^гшо. ита Ьазе ^ = {у. ү„} Гогтайа рог аиЮүегогез 

с1е Г, епгао, сото 

Г(у,) = Л^У! + 0ү2 + ... + Оү„ 

ДУз) = 0Ү1 + + ... + 0у„ 

Т{\„) = 0\1 + 0\2 + ... + ^цУп, 
а т^Хш [П^ 5ега ита та1г12 сИаеопа! опйе 08 е1етеп108 да д^аеопа! рг1пс1- 
ра1 5ао 08 аи1оүа1оге8 X,-, 181о ё, 

'х, 0 ... 

0 Хг ... 0 

0 0 ... Х„_ 

N50 ргес18ато5 1ег песе58аг1атеп1е 08 X/ д18ип108 {үе]а о Ехетр1о 2). 
Ка уегааде, иш аиЮүаЮг арагесега па сИаеопа^ 1ап1а8 ^еге^ ^иапга^ Гогет 08 
аиюуеюгех Ы а е!е а550с1а(1о5. 

Рог оигго Ыо, 8е 7 = {и. и^ 6 ита Ьа5е де V Ы чие 

"д, 0 ... 
0 0 ... а„ 

по1е чие и, , ^ао песе88аг1атеп1е аиЮуеЮге^ ёе Т сот аиЮуаЮге^ 
гевресИүатеШе. Ве ГаЮ, йа аеПп^^ао ёе [Т]^ 1ето8: 



Ди,) = а,и, + Ои^ + ... + Оип = а^щ 



[Т\\ = 



71(и„) = Ои, + Оиг + + Оп^п = °п»п 
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Сопс1иГто8 епгао ^ие г^т орегааог Т.Ү^Ү ас^тИе игт Ьазе 0 ет ге- 
к^о а яш1 $иа таГпг [Г| ё (Иавот1 хе, е ютеШе зе ев$а Ъа&е 0 /ог /огта- 
Оа рог аШоуеГогех ^е Т. Ё езее о тоЦуо да аеГш^фао дие ве верхе. 



7.1.4 ОеЯп1рао: 5е]а Т.У^Ү ит орегааог Ипеаг. 012ето8 яие Г ё ит 
орегаёог (Иа^опаИгШ хе ех18ге ита Ьазе де V си)о8 ектепЮз 8ао аиЮуеЮ- 
ге8 йе Т. 

0% орегааогез с1о8 Ехетр1о8 1 е 2 5ао, роПапЮ, а^аёопаИгЙУе^в. Үатов 
йаг а 8е§и1г ит ехетрЮ ае ит орегаёог пао а1аёопа112ауе1. 

Ехетр1о: Зе^а Г:К^ -»>К^ а ггап^Гогта^ао Нпеаг си)а та1г12 ет геЫ^ао 
а Ьаве сапдл1са а ё 



3 -3 -4 
0 3 5 
0 0-1 



Сото ДХ) = (3 - Х)^ (-1 - X), 08 аиЮуаЮгез зао X, = 3 е Хз = -1. 
А85ос1аёо а Х, = 3 соп8е£што5 арепаз ит аиЮуеЮг Ы, рог ехетрЮ, V = 
= (1, 0, 0). А88ос1а(1о а Хг = -1 гетоз о аиЮУеЮг Ы, и = (-1, -20, 16). 
^е8!е са5о, 1ето8 арепаз ёо15 аиЮуеЮгез Ы рага Т, е рог1апЮ пао ех181е 
ита Ьазе ае соп^ШиМа 80 бе аиЮуеЮге5. 18Ю вщп^Пса дие ет пепЬита 
Ьаве а та(П2 де Г ё ита таЫг (11аёопа1, ои ве^а, Т пао ё йш^отИгаүеи 



7.1.5 АрИса^ ао ЕхШск! (1ө У\Ьг9^6» 

Соп51аегето8 с1о15 согро8 йе а^тепзбез ае5рге21Үе18 е та^за^ е т^, ге8- 
ресйуатепге, рге805 а 3 то1а8 йе С0П81ап1е5 е11811са8 ки е сопГогте 
то51га а П^ига 7.1.1. Зиропао ^ие о шоу1тепЮ 8б осогга па ЬопгопЫ, 
сото роёетоз е^юааг а ров^^ао (1о8 (1о18 согро5 ет Лш^ао (1о гетро а 
раг(1г ()е ита ро^^дао д1Гегеп(е ^ с1е еди11Л>г1о? 

яиг— т — — шш 1 

— ^1!9ШЙ№ • — ^Ш№]|№^ — — шйш^ — I 

• Ивига 7.1.1 \ 



ро8|рао 
6е вциШЬпо 

ро$!р|[о ет 
ит !п$(ап(е г 
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СЬатапйо йе х е у о& де$1осатепго8 (КопгоШа^з) ет ге^а^ао а ро&^^ао 
(^е ецшШю де т, е гпз, е 1етЪгапао яие о ргоёиго да та88а ре1а асе1ега- 
9ао ё 18иа1 а Гог^а арИсада е ^ие а Ьг^а ^ие иша то1а ехегсе (ет рптехга 
аргохта^ао) ё 18иа1 тепо5 о рго(1и1;о с1а ша соп51ап1е йе е1а5г1с1йаёе ре1о 
(1е51осатеп1о ет геЬ^ао й роз^^ао ёе еяиНЛгго. ройетов евсгеүег (опйе 
X е у 1пШсат а йет&бл 8е8ипда ет ге^а^ао ао 1етро): 

гпхх - -к^х + ЛгСУ - х) 

т^у = -ЛгО - х^^^кзу 

ои, ет гешюз ёе тагг12: 



- 

х 




А, + Л2 
т, 


т. 




X 


У 




1П2 


ТП2 




У 



Оеуето8 асЬаг еп1ао сото х е у үаг1ат ет Гип^ао йо 1етро, ои 5е]а, 
гекоЬег о 5151ета (1е е^иа^оеа Ш1^егепс1а18 атег1ог. ОЬзегуе ^ие ита (1а$ Шй- 
си1с1а(1е5 де ге8о1уег о 5151ета ё о ае1е вег асор1а(1о, 151о ё, ет атЪав аз 
еяиа^оез арагесет атЬав ая уаг1ауе15. ^та ро551'уе1 гетаИуа (1е гекокег о 
ргоЫета ё а де 1еп1аг ае8асор1аг аз еяиа^без, 151о ё, оЫег аиаз поүаз ециа- 
9бе8, е^и1үа1епге8 а8 апгепогев, ёе га! ?огта дие ет сада ита (1е1а5 араге^а 
арепа5 ита 1псб8П1га. КезоЬетоз, епгао, сада ита йез^аз еяиа^без е уоИа- 
то8 рага 38 1пс6впка5 о1181па18. (Но СарАЫо 12 уосе ройега уег ои1го5 тё- 
годоз рага 1епгаг ге5о1үег (а18 8181ета8.) 

ОЬвегүе яие ет ита з^гиа^ао де81е йро гегГатов ит 8181ета да Гогта: 

Х = \хХ 
г = Х^Г 

ои, па Гогта та4:пс1а1 









- 










X, 


0 




м 


у 




0 









Ыо П05 (1а а р181а рага 1еп1аг (1е8асор1аг о 8181ета ог^вта!: йеүето8 
сИавопаЬгаг (зе ро551үе1) а та1п2 (1о 5181ета оп§1па1. 

Ра^атов 181о по сахо рагИсЫаг ет цие = гп^ = ^ ^ ^\ = - ~ 
к% еяиа?бе8 1огпат-8е еп1ао (па Гогта та1пс1а1) 







~'1к 
т 


к_ ' 
т 




X 


У 




к_ 


-2к 




У 




т 


т 
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Ро(1ето8 реп8аг па та1г12 



-2к 


к 


т 


т 


к 




т 


т 



сото а та1п2 йе ит оретайот Ипеаг йе Е} ет ега геЫ^ао а Ьаве сапо- 
шса е X е у сото а5 сотропеп^ех (1е ит үе1ог ет гек^ао а Ьа8е сап6п1са 
Теп1ето8 (ИаёопаИгаг 1а] орегааог: 





А 


т 


т 




-2к 


т 


т 



т 



т 



Ропапю 08 аи1оуа1оге5 5а~о X, = ^ е Х, = е оз аи1оуа1оге8 а88ос1а(1о8 а 
е1е5 8ао = (I I) е = (1,-1), ге^ресИуатеШе. СЬашапао а а Ьаве сапб- 
гаса, /3 - гз) а Ьазе сотро51а рог 1а18 аи1оүе1оге5 е 

х'^ 



1Ү\ 



1ето5: 



У 



X 
Ү 



^ 0 



т 



14^)-' 



[Г1 



оп(1е 



А1ёт (11580, рог 8ипр1е5 с^ег^уа^ао: 



1У\ 



1 -1 



5иЬ5111и1П(1о е51е8 ге8и11а(1о5 па еяиа^ао ог]£1па1 ует 

Х 



= А . (Л^ . 
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ои 



X 
Ү 



\У\ 



ои 



РоЛапЮ 



X 




г 

~к 
т 


0 




X 


Ү 




0 


-ЗА 
т 

- 




Ү 
_ _ 



'х= — х 

т 

Г = — Г 
т 



Родеток ге8о1уег верагадатете сайа иша йез&ав ециафбек оЫеп(1о 



X = А,8еп( V— г + в,) 



У = АгвепС /— ^ + ^г) 
V 

^ие 8ао о& сНатайоз тойда погта!» йе уЛгадао йо 8181еша. 
Үо11апёо рага аз ¥аг1ауе1$ опзта^з 1ето8 

X = А, хеп^У^Г + + Агзеп^У^Г + 



7.2 рои^омю м1М1ллАи 

N05 ехетр1о5 аШепогех пб5 то51гато5 яие 05 орегааогех егат ои пао ё^аео- 
паихауе!», ех^Ыпао ита Ьазе йе аиЮүеЮге^, ои товиапйо а 1пех1$1епси ае81а 
Ьаве. Ет сазох де е5ра?08 уеЮпай де Ьа1ха Штеп^ао, сото 05 ао5 ехетр1о5. 
ё еле о ргосеа1теп1о сопүеп1еп1е. ЕпиегапЮ, родетоз е$1аг тгеге58аао8 - 
ргтс1ра1тете по са5о ае езра^ОЕ уеюг^ак ае д^тепзао аИа, опае ок сй1си1о5 
йо 1опео5 - ет хаЬег 8е ит орегааог 1теаг ё а^абопаИгаүе! ои пао, 5ет 
сакикг 05 аиюүеюге5. Н 5аЬето5 а те5ро81а рага е81е ргоЫета па зееитге 
811иа9ао: «е ат К = « е о орегааог Ипеаг Т 1ет п аиЮҮа1оге8 а1811пЮ8, 
ешао е1е ё а^абопаЦгауе! (уе^а 7.1.2). N0 са50 8ега1, а ге5ро51а е51а Иеааа ао 
а5ресю ае ит роИп6т1о ^ие сЬатагето5 йе роИпдтю ттШ^ орегайог 
Т. Рага 1810, үато8 1п1гоаи21г а по^ао ае роИп6т108 са1си1аао8 ет тагпге^. 
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7.2.1 Ое?(п|рао: 5е]а р{х) = а„х" + ... + а,х + ит ро1ш6т10 е А 
ита таи12 циаагааа. Еп1ао р{\) ё а та1г12 

Р(А) = а„А" + ... +в,А +До1. 
диапао р{К) - 0, а12ето5 яие о роИпотю апик а та1п2 А. 



Ехетр1о: Здат р(х) - х^ - 9 е ^{х) = 2)с + 3. 
5е А = 



- 9 



1 0 
0 1 



0 0 
0 0 



-1 4 


+ 3 


1 0 




1 8 


12 1_ 




0 1 




[4 5_ 



е </(А) - 2 
Етао, р{х) апи1а А е ^{х) пао апи1а А 



7.2.2 Ов«п19ао: 5е^а А ита та1г12 ^иаагааа. О роИпдтю ттта! йе А 
ё ит роНпотш 

т(х) = дг* + (7;ь_,х*-' + ... + ло 

(а! ^ие 

0 т(А) = 0, 15Ю ё, т{х) апЫа а та1п2 А. 

и) т{х) ё о роИп6т10 де тепог §гаи еп1ге аяие1е8 ^ие апи1ат А. 
0Ь5егуе цие о соейс1еп1е ао 1егто х^ йо роипбт^о тЫта^ ё 1 

Щ = 0 

А 5е§и1г арге8еп1агето8 а^^ипв ге8и11аао8 епүо1уепао роИп6т1о т1П1та1 
Яие уйо П08 1еүаг а аевсоЬпг ит ргосеа1тепЮ ^ие по8 ро881Ыи1е ае1егт1паг 
5е ит орегааог Ипеаг ё а^аёопаИгауе! ои пао, 5ет са1си1аг 08 аиЮуеЮгек. Аз 
аетоп81га9де8 ае88е8 ге^икаао^ 5ао ет ^ега! тш1о е1аЬогааа8, аЬгап^епао 
ои(го8 сопсе1Ю8 сото о ае аесотроз^^ао де ит е^ра^о үеЮг1а1 ет вота 
ге1а ае 8иЬе8ра908, е ^ие Говет ао8 оЬ]'е11уо8 ае81е 1ехЮ* . 

7,2.3 Теогета: 5е}ат Т :У~> V пт орегааог Ипеаг е а ита Ьа8е циа1- 

^иег ае V йе а^тепзао п. Еп1йо Т ё а^азопаИгаүе! хе, е 8отеп1е 8е о роИпб- 

т1о тт1та1 ае [Г]" ё да Гогта 
а 



'Үосё роас спсоп*га-1а!». рог ехетр1о. ет Но1Ттап, К. е Кипге, К. Л^еЬга Ыпеаг. ШЮта 
Ро^Г^юпо. 5ао Раи1о, 1971. 
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т{х) = (х - Л,) (х - Хг) ... {х - \) 

О П0550 ргоЫета цие соп51$1е ет де1егт1паг 8е Г ё й\л%опг\\7Л\<^\ 
геди2-8е еШао ао хаЬег асЬаг о ро1ш6т10 тт1та1 ёе Т. Оз 1еогета8 яие 
П08 а^ийагао а Гагег 181о зао: 

7.2.4 Теогеша ае Сау1еу-Нат1Коп: 5е^а Т.Ү^Ү иш орегас1ог Ипеаг, а 
ита Ьазе де К е р{х) о роНпбтго сагас^епзИсо де Т. Етао 

рт1) = 0 

1510 818п1йса яие о роИпбт^о сагасГепкИсо ё ит сапд1<1а1о ао роИпот! 
т1п1та1 рог^ие е1е заИ^Гаг а сопйх^ао /) (1а деПп^^ао 7.2.2. 



ЕхетрЬ: (Оетопзиа^ао до 1еогета по сахо 2x2.) 



8е]а 



[Т^ = 



] 



Еп1ао о ро1т6т1о сагас1ег15исо ё 



р{Х) = йе! 



Еп1аор([гф = [а 




= (а - X) {(I - \) - Ьс, 



а Ь 

с и 



- Ъс 



7.2.5 Теогөта: Аз гаГгек йо ро1т6т10 тш1та1 зао ак тезтаз гаГгех 
((И811п1а8) с1о роИп6т10 сагас^егГхисо. 

Е81е5 (1о18 1еогета8 ^ипгох по8 й\гет сошо асЬаг о роИпбтю шш1та1 

де ит орегадог Ипеаг Т:Ү-* V. 0 роИпбтю тЫта! йеус 5ег (Зе егаи тепог 
ои по тах1то 1еиа1 ао до роИпбтю сагас^егГзИсо (7.2.4) е а1п(1а (1»үе Гег а5 
тезтаз гаГге^ (7.2.5). 

Рог ехетр1о, ^е^а Т:У^У ит орегабог Ипеаг е о: ита Ьахе де V. 5и- 
ропЬатоз ^ие о роИпбтю сагас1егГ511со (1е Т р(Х)- (Л-3)^ (X- 1)^ (Х + 5). 
Еп1ао о 8еи роИпбтю т1п1ша1 8ега иш (1о5 роИп6т1о8: 
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~ 1-* 


- 3) (X - 


1) (X + 


И2 \^ / 


- 


- 3) (д: 


- 1) (X + 5^ 




= (х 


~ Л) [X - 


\) \х г :^) 


рЛх) 


= (^ 


- 3) (X - 

- 3)^ (X 


1)^ (х + 5) 


рЛх) 


= (-^ 


- 1)' (х + 5) 


Р(>(х) 


= (^ 


- 3)^ (х 


- 1)^ (х + 5). 



Сото о роИпбтю т1П1та1 ё о де тепог ^гаи цие апи1а [Г]^, уег^йса- 
то5 рг1те1гатеп1е 5е р^йТ]^) = 0. Ет сазо аПгтаИүо, Рх{х) хега о роИпб- 
тю тшта!. 5е Р]{[Т]^) ф 0, 1е81ато8 р^ЦТ]^) е аззт 8исе551Үатеп1е, 
р10г (1а5 Ь1рб1е5е8 о роИп6т1о т1П1та1 8ега р{\) 181о ё, о роИпдтю сагас1е- 

ГГ511С0. 

Үоке айога ао {еогета 7.2.3. 0 орегаёог аста хб 8ега (11а§опаИ2аүе1 5е 
о зеи роИп6т1о т1п1та1 Гог ^^(х). Е55е аг§итеп1о по5 тоИуа а ге1п1;егргеГаг 
о 1еогета 7,2.3. 

7.2.6 Теогета: 8е)аш Х^, Х^, X;. 08 аи1:о¥а1оге8 д1511п1:08 (1е ит оре- 
гаёог Ипеаг Т. Еп1ао Т 8ега д^а^опаИгаүе! 8е, е 8отеп1е 8е о роИп6т10 

(х - X,) (х - Хг) ... {х - \г) 

апи1аг а та1г12 (1е Т. 

Ехетр1о: 0 орега(1ог Ипеаг Г:^'^ ^К* (1еЯш(1о рог 7Т(х, у, 2, I) = 

= (Зх - 42, Зу + 52, -2, -I) ё (Иа§опаИ2ауе1? 

кеюШдао: 5е^а а = {(1, 0, 0, 0), (0, 1, 0, 0), (0, 0, 1. 0), (0, 0, 0, 1)} 
а Ьа8е сапошса. Еп1ао а ша(г12 

3 0 -4 0~ 
0 3 5 0 
0 0-1 0 
0 0 0 -1 

Са1си1ето8 о роИпбт^о сагас^егГ^Исо 

р{\) = (1сК[Л^ - ХО = (3 - Х)^ (-1 - Х)^ 

05 аи(оүа1оге5 хао Х) = 3 е Х^ = -1, атЬо5 сош шиШрИадаёе 2. ЕШао, 08 
сопд1(1а105 рага о роИп6т10 шш1та1 5ао 

^,,(х) = (X - 3) (х + 1) 
р,{х) = (X - 3)^ (х + 1) 
р,{х) = (X - 3) (X + 1)2 

р^{х) = {х-Ъ? (X + 1)2 вШЧо.есас*е 

С|ёпс1а 4 Теспо 

ирРб 
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^о1ато5 яие ^^([Г]^) = 0 е ё, аешге 05 сагкИёаЮх, о с1е тепог %гаи. 

Еп1;ао 

р,(х) = (х -3)(х+ 1) 

ё о ро11п6т10 ш1п1та1. Рог1ап1:о, Т ё (НаеопаИгаүе!, 1810 ё, ех181е ита Ьазе р 
де аигоуе!оге8 е пе81а Ьазе 



3 


0 


0 


0 


0 


3 


0 


0 


0 


0 


-1 


0 


0 


0 


0 





*7.3 □1АС0^А112АдА0 81Ми1ТА^ЕА ОЕ 0018 0РЕРА00ВЕ8 

8иропЬато8 ^ие 8езат (1а(1о5 V е -.У^ V орегайогез Ипеагез, ат- 

Ьо8 (11а80паИ2Йуе15. 1510 «^ёпШса ^ие ех151ет Ьавев е Ае V ^ие 
[Л]"' е [Тг^ 8ао д1а80па15. N0 еп1ап1о, пао ро(1ет08 ^агапИг цие ^1 = а^, 
1810 ё, пао родетоз ^хати зетрге яие ех151е ита тезта Ьахе а де К ет 
ге1а?ао а яиа1 а8 та1п2е8 (1е Г, е Т^ ас1т11ет о тезто соп^ипЮ йе аиЮүе- 
1оге8 И. Ет дие зИиа^ао уа1е 1а1 гек^ао еШге Т^ е Гз? Мо81га-8е^ цие ёадоз 
Г, е Т2 орегааогеа (11аёопаИ2аүе18, еп1ао е Т^ «ао мтиИапеатеШе (Иаёо- 
паИ2ауе18 зе е 8отеп1е 8е Г, е Т^ соти1ат (Т^оТ^ = Т^^Ту). 

Ш ргаИса, (1а(1о8 Г, е Гг, Юташоз ита Ьазе /3 ^иа1яиег де К е уег1П- 

сато8 8е Г, е Т^ 5ао ЛаеопаИгаүе!^. 8е 18Ю асоШесег е, а1ёт д18Ю, [Г, ]^[Г2 ]^ = 
= [Гз]^ 1^1!^' ро(1ето8 сопс1шг ^ие Г, е Г^ 8ао 51ти11апеатепге а1а- 
§опаИ2аүе15. 

Ехетр1о: 5е]ат Г^ , Г^ -»>К' орега(1оге8 Ипеагез си^аз шаШгев ет 
ге1а?ао а Ьа5е сапбп1са 8ао ге8рес11¥атеп!е 





9 

5 


2 

5 


0 




11 

5 


8 
5 


0 


[г,1 = 


2 
5 


6 
5 


0 


е [Г,] = 


8 
5 


1 

' 5 


0 




0 


0 


2 




0 


0 


4 



Са1си1ап{1о 08 аиЮуаЬгез ае Г, , 1ето8 = 1, Л2 = 2 е Лз = 2. ОЬ8егүато$ 
Яие о роИпот1о т(х) = (х - \) (х - 2) апи1а [Г], е ропапЮ Г, ё (ИаеопаИ- 



^Үе]а, рог схетр1о, НоГГтап. К. с Кипгс, К. ор. а1. ра^. 190. 
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2ауе1 (үе^а 7.2.6). Са1си1ап(1о 05 аиюүа^огех ёе Г2, 1ето8 = -1, Х2 = 3 е 
Хз = 4. Сото е1е8 5ао сИзИпЮз, Г, ё и^аёопаИгауе! (уе^а 7.1.2). А1ёт акво, 



[Г,] [Г2] = 



115 


70 


25 


25 


70 


10 


25 


25 


0 


0 



= [Тг] [Т,] 



РоПапЮ, Г, е Г2 5ао 51ти11;апеатеп1е (11а§опаИ2а'үе15. 

Ро(1егГато5 гег оЬ5егуа(1о 181о са1си1ап<1о 05 аиЮүеСогев. 
Рага Г] : сот Л^ = 1 оЫетов оз аиЮүсЮгез (х, -2х, 0) е сот = 2, 05 

аи1оуе1огс5 (-2}', у, г). 
Рага Г^: Л) = -1 ё а550С1а(1о ао аиЮуеЮг (л, -2х, 0), Хг = 3 а (-2у, у, 0) е 

Лз = 4 а (0, 0, г). 

Ешао (1, -2, 0), (-2, 1, 0), (0, 0, 1) 5ао 51тиИапеатете аиЮуегогев Ы (1е 
Г, с Г2, е (1е88е то(1о па Ьахе ]3 Гогта(1а рог е81е8 уеюгев 



1 


0 


0 


е [Г2]^ = 


-1 


0 


о' 


0 


2 


0 


0 


3 


0 


_о 


0 


2 


0 


0 


4 



7.4 РОКМА ОЕ иОНОА^ 

^а 5аЬето5 цие пет юёо орегаёог ё (ИаёопаИгауе!. Рог ехетр1о, Г: V, 
опс1е V ё иш е^ра^о үеюг1а1 геа1 (1е (Итеп^ао (1о18, си^а та(г12 еш гек^ао а 
ита Ьа8е а ё 



[Г]« = 



0 1 
-1 0 



а циа! пао ё (ИаёопаИ^аүе!, ро18 о 5еи роИпбтю сагас1еп811со ё Л^ + 1, с^ие 

пао ро55ш га1'2е$ геа^Ч. А551т, е8(е орегайог пао р055и1' аигоүеЮгез, е рог1апЮ 
пао ро55Ш аиЮуа1оге5. Еп1ге1апЮ, 5е о е5ра<?о уеЮг1а1 V Гог сотр1ехо (15Ю 
ё, 56 регт111гто8 ^ие 05 е^сакгек 5е]ат пйшего» сотр1ехо8 циа15яиег) е сопх!- 
с1егагто8 а шевта та1г12, о роИпбпио сагас^егГзИсо ра$8ага а 1ег с1иа5 гаГгез 
(11511п1а5, / е е рог1;апЮ о орегаёог 5ега с^^аеопаИгауеЬ Ве ГаЮ, ит аиЮуе- 
Юг а550с1айо ао аиЮ¥а1ог / ё (1, /) е ит а550с1а(1о а -/ ё (1, -/). 8е /3 Гог а 



Ьаве (1е51е5 аиЮУеЮгев, еп1:ао [Т]^ = 



Үето8 а881т ^ие сот гек^ао 
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ао ГаЮ ёе ит орега(1ог Цпеаг зег (ИаеопаИгаүе! ои пао, о сопзипю (1о8 езса- 
1аге5 по яиа1 иаЬаШатоз (ЛезетрепЬа ит раре! 1шрог1апге. 

А1пёа а851т, тезто регт111п(1о үа1оге$ сотр1ехо5, пет 1ос1о орегадог 
Ипеаг ё ё1а80паПгаүе1. Рог ехешр1о, 5еза Т .У^У, опс1е ё ит евра^о ^еЮ- 
па1 сотр1ехо 6шет1о 4 е 

1 0 0 
0 0 0 
0 1 1 
0 0 1 



оп(1е а ё ита Ьа$е (1е V. Еп1ао, о роИп6т10 сагасеепхИсо де Г ё р(Л) =^ 
= (X - 0 (X + 0 (X - 1)^, е рог1ап1о 5еи$ аи1оуа1оге8 5ао Х^ = (, = 
Хз '-^ 1 (сот ти1ирИс1(1аае 2). N50 ё ро551'үе1, епггегапЮ, епсопггаг (1о15 аиго- 
үеЮгез Ы (гепге!) рага Хз = 1, е а5$1т Т пао ё (ИаеопаНгауе!. 

Рогёт, яиапдо Г: К-* К Гог ит орегадог Ипеаг пЗо (ИавопаИгауе! е V 
пт евра^о үегог1а1 сотркхо, родегетоз асЬаг хетрге ита Ьа^е ^ де V, 1а1 
Яие [П^ азшта ита Тогта е5рес1а1, сЬатаёа /огто йе 1огс1ап. Езга Гогта ё 
оЬг1(1а рог Ыосо5 (1о г1ро 

Г «~ 

X, 0 

1 X,- 
1 . 

X/ 

0 1 X/ 

ои [Х,-] со1оса(1о8 па (Иавопа!. 



Ехетр1о: 



-2 


0 


1 

1 0 


0 


0 0 


0 


0 


0 


1 


-2 


1 0 


0 


0 0 


0 


0 


0 


0 


0 


1-2 


оП 


0 0 


0 


0 


0 


0 


0 


11 


1 

-2 ! 


0 0 


0 


0 


0 


0 


0 


0 




-2^0 


0 


0 


0 


0 


0 


0 


0 


О"" 5 ^ 


0 


0 


0 


0 


0 


0 


0 


0 0 1 


3 ' 


0 


"0 


0 


0 


0 


0 


0 0 


1 


3 


0 


0 


0 


0 


0 


0 0 1 


0 


1 


3 
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А с1етоп51гадао (1е51е Га1о ё ит 1бр1со е5рес1а1 ^ие (1е¥е Гагег рагге йе 
ит езгийо та15 ауап^аёо йе Л^^еЬга Ыпеаг^ . 



7.5 ЕХЕПСГС108 

1. Еп!ге орегайогех до5 ехегсшох 2 а 8 (1а вес^ао 6.3 уег^Я^ие циа18 8ао 
сИаёОпаИ2а¥е15. 

2. ГМгетоз дие иша тагг^г \ хп ^ сИещопаИгауе! &е хеи орега(1ог а580с1а(1о 
Гд : К" К." Гог Ша^опаИгаүе!, ои 8е]а, А ё (ИаеопаИгаүе! зе, е зотепге 

8е А аётШг п аи!оуе1оге5 Ь1. Ва5еа(1о п15го, үег^П^ие ^иа18 (1а5 шагг^гев 
(1о$ Ьхегс1с1о5 9 а 18 (1а хес^ао 6.3 «ао д1аёопаИ2ауе18. 



3. Оаёа а тпагпг 



0 2 
0 0 



0 0 
0 0 
2 0 



0 0 0 3 



й) А с (ИаеопаИгаүе! (ихе а деГшг^ао с1о ехегс1с1о апгег1ог). 
/;)Епсо1иге 8еи ро1ш6т1о т1шта1. 

4. 5е]а А ита тагг12 3x3 1г1ап8и1аг зирепог, сот годо8 08 зеив е1етеп108 
ас1та &л (Иаёопа! д18г1пго8 е пао пи1о8. 



А = 



а Ь с 

0 а е 
0 0/ 



а) Оиа18 зао оз аиЮүаЬгез е аиЮУеЮгех йе А? 
Ь) ^иа! ё о роИп6т10 тт1та1 ёе А? 

5. Рага яиа15 уа1оге8 (1е а а5 тагг12е8 аЬа1хо 8ао ШавопаИгауе!^? 



А = 



0 а 



Ь) 



в = 



1 а 
0 1 



■'Раг^ а.чаИк-. соп^иИс Ыр^сНи!?, 5. Л1^еЬга Шеаг, Мс Сгату-НШ йо Вга^П ийа., Кю с1с 
^агимго, 1971: ои }1оП"тап, К. с Кип/с К. А1^еЬга Шеаг, ЫхХап Ро11'еопо, 8ао Раи1о. 
1971; ои (^сИопс!, 1. М.: 1,ес1иге5 т Шеаг А1^еЬга; 1п1егхс1епсе РиЬНяЬегч, Мс%' Үог/Г.. 
1961. 
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6. Зе^ат Т: К' Ипеаг, а = {(1, 0. 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)}, а Ьа5е са- 

пбшса ае /3 = {(0, 1, 1), (0, -1, 1), (1, 0, 1)} е 



а) ЕпсоШге о роИпбгаю сагас1ег1811со де Г, 05 аи1:о¥а1оге8 с1е Г е 08 аиЮ- 
уе1оге8 согге5роп^еп1е8. 

Ь) АсЬе [Г]^ е о ро1ш6т1о сагас^епзИсо. ^ие оЬзегуа^ао уосё Гах а е5{е 

ге5ре11о? 

с) ЕпсоШге ита Ьа$е у £1е зе Гог ро551Уе1, Ы ^ие [Т^у йт%опй. 

1. а) 5е^ат Т :Ү мт орегайог Ипеаг {V йе Лтепхао йшш) е а е |3 Ьазез 
д18йп1а8 де Т. Мо81ге цие 

(1е! [Г1« = де1 [Г]^ 

(5и8е81ао: үе^а а ге^а^ао еШге [Г]^ е [Г]^ по СарЛиЬ 6). 

Ъ) 8е А„хт ё (11аё0паИ2ауе1, тоЛге ^ие о'(1е1егтшап1е йе А ё о ргойи- 
10 де 8еи8 аи1оуа1оге8. 

(ЗиееЛао: соп81(1еге : К" -►К'', оЬвегүапдо ^ие а шагг1г бе Гд па 
Ьазе сап6п1са б еха1атеп1е А. и^е еШао о гезиИаао до Иет (о) соп81- 
йегапдо сото а а Ьазе сап6п1са е |3 а Ьаве (1е аи1оуегоге8. 

8. Мо51ге ^ие а таи12 А = 

9. а) Мо81ге яие иш орегадог Ипеаг Т (пит е^ра^о ёе а^тепзао ПпИа) цие 

сотШа сот ^иа^яиег орегайог Ипеаг сИа§опаИгаүе1 ё ШаёОпаИхаүе!. 
Ъ) N^8 сопд1§6е5 (1о 1гет («) то51ге цие па уегйаде Г ё иш тй1ир1о евса- 
1аг до орегадог Шепи(1аде, 181о ё, ех181е ит пйтего г Ы яие Г = г • / . 

10. 012-56 яие иш орегадог Ипеаг Т:У^Ү & пИроШГе $е ех18иг иш пйшего 
т1е1го ромНүо п, 1а1 яие Г" = 0 (15*о ё, Т:>ТоТоТоТоТо ... о7(ү) = 0) 
рага ^обо V Е К). 

а) 8е^а Т п11ро1еп1е. Епсоп1:ге 5еи5 аигоуа1оге5. 

Ь) Епсопие иша та1г12 А2 Х2 Ф 0 Ы ^ие Т^ :Я^ К^ зеЗа пиро1еп1е. 
с) Мо81ге ^ие ит орегайог Ипеаг пПрогеШе, пйо пи1о, пао ё д1аеопаИ2ауе1. 



12 .40 

ё 8етеШап1е а шагпг 
3 2 0 -1 
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11. ^12-56 чие иш орега<1ог Ипеаг Т:У-^ V ё Шетро1еп1е » Т^ = Т (\&1о ё, 
8е ТоТ(\) = Т(у) рага юйо \ е У). 
а) 5е]а Т 1йешро1еп1е. АсЬе хеиз аи!оүа1оге8. 

Ъ) Епсопгге иша та1г12 А^ х 2 ^ 0 1а1 ^ие Г^ : К^ -> К^ 8е^а 1(1етро1ете. 
с) Мо81ге ^ие иш орегайог Ипеаг 1ёетро1еп1е ё сИавопаИгЙуе!. 



*12. Мо51ге ^ие А = 



0 
-5 
-2 



п5о ё (ИайопаЦгауеК N0 еп1ато, зе А герге- 



8еп1аг, пита сеПа Ьазе, ит орега(1ог Ипеаг Г:К-> V, опде К ё ит ехрадо 
уеЮпа! сотркхо, еШао Т ё сИаеопаИгаүе!. ҮегШцие е51е Ыо ои, еци1уа- 
1ететеп1е, яие ех181е ита ша1п2 сош е1етеп108 сошр1ехо8 Рзхз. 1пуег81- 
¥е1, (а1 ^ие 



А . Р = 



3 0 0 
0 I 0 
0 0 / 



13. РгоЫета-ре8дш8а: 
Зе^а 



А = 



М а а а а 

а М а а а 

а а М а а 

а а а М а 

а а а а М 



опде М е а Ф 0 пйтего8 геа1$. Мо8(ге цие 
а) 08 аи1оүа1оге$ ёе А 8ао 

X ~ М - а сош ши111рИс1(1а(1е л - 1 
е и = М + (п - 1)а 
Ь) (1е1 А = (Л/ - а)"-' • [Л/ + (л - \)а] 

(Е81е ё иш са8о раг(1си1аг (1а 811иа9?о е^шдада по агИ^о "$оЬге ита с1а85е 
де та1г12е8 си]о ргоЫеша <1е аи1оуа1оге8 ё ГасПтепге 5о1ис10пауе1" (1е 
0(1е1аг ЕеИе ипЬаге^, риЬИсадо па геу151а С1ёпс1а е Сикига (8ВРС) уоЫше 
29, пйтего 8, йе а^озЮ <1е 1.977.) 

14. инИге а Гогта (Иа^опа! рага епсопиаг А" П08 $евит1е$ са$о$ (п па(ига1): 

0 7 -б" 

6) А = ■ 



а) 



-3 
-1 



-1 
0 



0 
-2 



Үосё роёе ^епегаИгаг о $еи ргоседипеп^о рага о сазо (1е иша та(г12 диа 
(1га(1а диа1(]иег? Оиа1$ $ао а8 соп(119бе$? 



В1ЫюГеса V 
С1ёпс1а 4 Теспо1о( 
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*15. Соп51(1еге о 8181ета тесашсо тобггаёо па йвига аЪа1хо 




ШШгапдо ов ргосеатепЮз да зес^ао 7.1.5 езгиае а үШга^ао йо 5151ета 
диап(1о е1е ё Игаёо ба роя^ао (1е еяииГЬпо. Ке5о1уа сотр1е1атеп1е йезсге- 
үепао 0 сотроПатепЮ (1о 8151ета по сазо ет ^ие =^ 0,5 к^, гпч = 
= 0,5 кв, /^1 = 1,2^, = 1.8— . 05 (1е81осатепЮ8 Ш^йа!» <1о8 согров 
1 е 2 830, ге8рес11¥атеп1е, 0,1 т рага сииа е 0,2 т рага Ьа1хо. 

7.5.1 ВмроКа! 

1. 6.3.2; 6.3.3; 6,3.4 е 6.3.8 8ао а^акопаШүе!». 

2. 6.3,9; 6.3.10; 6.3.13; 6.3.14; 6.3.16 е 6.3.17 зао а1а80па112аүе15. 

3. а) N50 

Ь)р{х) = (2 -х)^ (3 -х) 

Ь)д = 0 

6. а) р(Х) = (2 - X) (3 + Х)^ X, = 2. V, = (х, 0, 0); Х^ = -3, = (0, у, 0) 



-3 0 - 

-1 -4 - 
1 1 



,р(Х) = (2-ХХЗ + Х)^ 



0 роНп6т1о сагас1ег1811со ё 1пс1ерепаепге (1а Ьа$е. 
с) N20 ех181е. 
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8. 


1 Г 




1 


2" 




4 




1 Г 




,3 -2_ 




3 


2 




_0 -1^ 




_3 -2 



10. й) X = 0 



(?) 8е Г Го55е (ИаеопаИгауе!, ех15иг1а ита Ьазе /? 1а1 ^ие 05 аигоуа1оге8 ^811- 
уе88ет па (^{аЕопа! [Л^, ита та1г12 (Иаёопа!. Ма5 05 йп1С05 аиЮүа- 
1оге5 ае Т вао 0 (уе]а а), е 1о8о, [Л^ = 0. Ё (Игег, Т 5ег1а пи1о, о 
^ие пао е$1а с1е асогс1о сот а Ь1рб1е8е. 

11. а) X = 0 ои 1 



Ь) 



2 -1 
2 -1 



с) Сото Т^у = 7у, (7^ - Г)у = 0, ои 8е]а, - Г = 0 

8е]а р{х) = х'^ - х = х(х - I). Еп1ао р(Т) - 0 

Сото 05 аи1оуа1оге5 (1е Г 5ао 0 е I, о роИпбт^о сагасгегГкИсо <1е Г ё 
да Гогта р(Х) = (-X)" (1 - X)'". ЕШао р(х) ё о роипбтю т1шта1 бе 
Т е сото 08 Га(оге8 Упеагек 830 (115(1п(о$, Т ё <11а80па112ауе1. 



14. а) N016 цие 56 1ето8 ита таи^г <11а8опа1 еп1;ао 

. 0!а£опа117е, еп(Зо, а та(пг Л са1си1ап(!о 08 аи(оүа1оге5 



XI 0 

0 Хз 



\1 0 

0 X? 

е аи{оуе1оге8 ге5рес11У08 (ё ро551үе1 Гахег 18(о), Ьеш сото а та(г12 <1е 
ти(1ап9а (1е Ьа8е. 11(Ш2ап(1о 5.4.10 ро(1е-8е е^сгеуег 



А = 



0 
-2 



Рог1ап1о 



■[I ;] 





1 


0 








0 


-2 








о' 


п 


1 


А 


0 


-2_ 




1 


1 





-1 



1 -1 +2" + ^ 



3 -1 + 2« 



4-2" 



/)) Ё ^ипЦаг ао ал(епог. 
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N0 са&о вега! о ргосеШтепЮ ро(1ега зег о тезто зе А 1"ог ита шашг 
ШаеопаИгауе!. Ыо ё, «епдо В а Гогта Шаеопа] де А, 

А = СВС"' е еп1ао 

А« = (с . в . с-у = (свс-') . (свс-р ... (свс-*) = св"с-^ 

^ V 

п үегех 

А881т 1ето8 ит ргосевзо Ьет та18 8Ш1р1е8 ^ие о изиа! рага ве оЫег а 
ро1ёпс1а (1е ита та1г12 ШавопаНг^үе!, иш рог вег В ита таШг йга- 
£опа1 В" ё са1си1аёа д1ге1атеп1е. 



ЬеИигах 5идеп(1а$ е НеМпе1ах 

> Се1Гоп<1 I. М.; ЬесШге$ т Шеаг А1^еЬга; 1п1ег5с1епсе РиЬиЛеге, Ыечг Үогк. 1961. 

2 НоГГтап, К. е Кипге. К.; Л1ееЬга Шеаг; ЕШЮга РоИвопо. 5ао РаиЮ, 1971. 

3 ир^сШг, 8.; Л^ееШ Шеаг\ МсСгаш-НШ до Вгай! и<1а., К10 1апе1ГО, 1971. 



ркооито 1ЫТЕКЫО 



8.1 1мтвооидАО 

Е$гагето5 т1еге85а(1о8 пе81е сарЛиЬ еш ГогтаИгаг 08 сопсеИов йе сот- 
рптепТо йе ит үе1ог е ёе апёиЬ еп1ге (1о18 уе1оге8. Сот 1810 1егето8 рго- 
се8808 рага ^ие зе розза "те(11г" пит е^ра^о үе1ог1а1, да тезта Гогта ре1а 
^иа! &е теде по р1апо ои по еара^о. Е ё а по^ао (1е те(11с1а ^ие по8 1еүа а 
ргес18аг сопсе11о8 сото о де аргох1та§ао, йгеа, үоЫте е1с. 



Ү 




Р|дига 8.1.1 
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Соп51с1егето5 1ШС1а1теп1е о р1апо К^, тип1(1о де ит геГегепс1а1 саг1е- 
81апо ог1о80па1 (е1хо5 регрешИсикгез) е ит роп1о Р ёе соог(1епа(1а& (х, у). 
Үатоз са1си1аг а д15гапс1а йе51е роп1о Р а опе ет. ОЬзег уапДо а е иШЬ 

гапдо о 1еогета ёе РИаёогаз, 1ето8 ^ие с? = \/ + у'^ . Родетоз (ашЬёт 
1п1егрге1аг е51:е ге^иИайо сИгеп с^о дие о сотрг1теп1о (^ие раззагетоз а скашаг 
йе погта) д о үе1ог (х, у) ё \/ х^ + у^ . Вепо1агето8 151о рог \\(х, у)\\ - 
- \1 + у^ . Апа1оёатеп1е, а {1151апс1а с1 еп1ге с1о15 роп1о5 {х^, Ух) е 
(х2> Уг) ^ а погта (1о уе1ог (ИГегеп^а, 151о ё, 

^ = N/^1 -Х2? +(У1 -УгУ 



У= (хь У1) 




Р!дига 8.1.2 

Соп51(1егето5 а^ога ит согро по р1апо яие зе (Зез^оса ет Ипка. ге1а 
с1а огщет а1ё ит роп1о (х^, у^) рог а^ао (1е ита Гог^а соп81ап1е Р = 
= (л"2, у^)- Оиегетоз §аЬег циа1 ё о 1гаЬа1Ьо геаИгас^о. Во5 сопсеиоз ёа Г151са 
8аЬето8 цие о иаЬаШо ё (1а<1о ре1а е^иа^ао: Т = 11Р11 • 11у11 ■ со$Ө опйе Ө ё 
о ап^Ыо еп1ге у = (х^, у^) е ¥ = (х^, у^)- Л^ак совО = сох^Ө^ - Ө^) = 



= С0562С05Ө1 + вепО^^пО^ = 



+ . Рог1ап1о, Т = 



1Р11 11у|| 11Р 

= ^1^2 У1У2- 8е]а, о 1гаЬа1Ьо ргос^игШо ё ит "рго(1и1о" ё05 уе1оге8 уе 
Р, аепо1аао рог <у, Р), е (1а(1о ре1а ге§га: (ү, Р> = ((;С1, у^), (х^, ^з)) = 
= Х1Х2 + У1У2- Е8*е ргос1и1о гесеЬе о поте (1е ргоди1о е5са1аг ои ргойи^о 
1п1сгпо, е 1ет ита геЬ^ао 1трог1ап1е сот а погта (1е ит уеЮг V = (х, у): 



= у/ Х^ + у^ = \/~Х ' X + у • у = V (V. V) . 



5е, ао 1пүё8 (1е 1гаЬа1Ьагто8 по р1апо К^, е^Иуёвхетов 1гаЬаШап(1о по 

е8ра(,о (пшп1(1о5 ёе ит геГегепс1а1 саг1е81апо ог1обопа1), 1ег1ато8 епсоп- 
1гас1о ита ехрге85ао 81т11аг рага о ргос1и1о е8са1аг: 
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<{Х1,У1, 21), (Х2,У2, 22)) = Х1Х2 + У^у^ +2122 

е а шевта геЬ^ао сот а погта (1е иш уе1ог \ = (х у г) 
\М = у/х^^Гу^Т^ ^ у/1^. 
Үо11апс1о ао са50 ёо р1апо, 5е 11уё88ето8 1гаЬа1Ьас1о сот ит геГегепс1а1 
пао огЮеопа! (е1хо8 пао регрепа1си1аге5), е чи15ё55ето5 са1си1аг а (1181апс1а ёа 
опеет а1ё ит ропЮ Р (си^аз соог(1епааа8 ет гек^ао ао геГегепск! Го88ет 
{х^у)), 1ег1ато8, и5ап(1о о 1еогета де РШйогаз, 

^ = У)\\ = ^(х+усоъа)'- +~(у 5еп(к)2 = + (2со8 а)х;; +/ 




р|дига 8.1.3 

ОЬвегүе ^ие, 8е и$й88ето8 о ргоёиЮ е8са1аг 

<(^^1. Д'!), {Х2>У2)) '-^х^х^ + у^Уг 

пе81е са80 пао үа1ег1а а геЫ^ао II VI! = \Л <у, ү) , та8 е1а ра88апа а үа1ег зе 
и5а88ето8 а 5еёи1п1е ге§га рага о рго(1и1о: 

^^Хиу^), (Х2,У2)) = Х1Х2 + (со5а)>:,у2 + (со?.а)х2У1 у^у^ ро15 
(V, V) = ((х, у\ (х, у)) = дс^ + (со8 а)ху + (со8 а)ух + = Л у||2 . 

Рог1ап1о, поуатеШе а по^ао (1е ё181апс1а ро(1епа 8ег (1а(1а а рагИг с1е ит рго- 

(1и1о 1п1егпо (1е уеЮгез. 

Сопс1иГто5 с1е51е5 ехетр1о5, ^ие о ргосе5$о изадо рага зе (1е1егтшаг 
тед1с1а8 пит евра^о роде үапаг е, ет са(1а сазо, ргес18ато8 зег Ьет с1аго5 50- 
Ьге ^ие ргодиЮ 1п1егпо (е соп5еяйеп1етеп1е 8оЬге дие погша) е51ато$ 1га- 
Ьа1Ьап(1о. Е51е5 ргос1иЮ5, по еп1ап1о, %огш (1е ргорпе(1а(1е8 ^ие 8ао и11И2а(1а8 
рага (1еПп1г ргоЛиЮ 1тегпо пит ехра^о үеюг1а1 геа1 ^иа1^иег. 

8.1.1 ОеГ|П19ао: Зе^а V ит езра^о ¥е1ог1а1 геа1. Ут ргоёшо Шегпо 80- 
Ьге V ё ита Гип^ао ^ие а Ыа раг (1е уеЮгез, е Үз , а880с1а ит пйтего 
геа1, (1епо1а(1о (у^, Үг), заИвГагепдо а8 ргорг1е(1ас1е8: 
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0 (V, V) > 0 рага 1о(1о уе1ог V, е 

<у, у> = 0 56, е 8отеп1е зе V = 0. 
н) <аҮ1, Ү2> = а<Ү1 , Ү2> рага гойо геа1 а. 

Ш) <¥1 + \2, Үз> = <¥1, ¥з> + {^2, Уз> . 
IV) <Ү1, У2> = <Ү2, У1>. 

8.1.2 Ехетр1о8 

ЕхетрЬ 1: О рго<1и1:о е8са1аг икиа! <1е үе1оге8 бо екра^о К^. 
Рага V = {ху, Х2, Хз) е V/ = О'! , Уг^ Уъ) 

(V, XV) = Х1>', + Х2У2 + ХзУз. 

Ое тоёо апа1оёО, ёейпе-зе о ^ие сНаташоз ргойиЮ 1п1ето изиа! рага о ех- 
ра^о К" : 

Оабо8 V = (Х1, ^2, х„) е V/ = (Ух, У2, -уУп), 

<У, >¥> = Х1У1 + Х2У2 + - + ХпУп 

Үегето5 ет 9.1.1 ^ие, иша уег евсоШ^йо ит Иро е8рес1а1 йе Ьазе, юао рго- 
с1и1;о ш1егпо 1;ет ита ехргезвао сото е81а. 

ЕхетрЬ 2: V =^9} = (^1 . Д^!) е = (хг, У^) 

<ү,, Ү2> = 2x1^^2 - ХхУг - ^гУ\ + У\У1 
ЕхетрЬ 5: 8е К ё о езрадо ёе £ип?бе8 соШшиах по 1пгегуа1о 
[0, Ц, аадаз е Гз е К, (1еГш1то5 

Ройегетоз үегШсаг ^ие а& яиагго согмИ^без Ла аеПгидао йо заИзГеИаз 
ет сааа ехетр1о е, роПапЮ, < , > ё ит ргодиЮ т1ешо. 



Д = (1,1,3) 




Пдига 8.1.4 
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ЕхетрЬ 4: Ут сатро е1ё1псо ишГогше тАиг ита Гогда соп81ате дада 
ре1о уеЮг Г = (10, 2, -5)ет ита раг11си1а саггееаёа е1еи1сатеп*е. Уато8 
са1си1аг о иаЬаШо геаИгаёо ^иапйо а раг11си1а зе тоүе па гга|е1бг1а ^ие со- 
ше^а е 1еппша еш А, йаёа ре1а Пзига 8.1.4. 0 1гаЬаШо1оЫё 

5" = 5^АВ + Гвс + ТсА 
опде Гав е 0 иаЬа1Ьо геаИгаёо ёе А а В е1с. ААпда, АВ = (2, 3. 2) - 
- (1, 1, 3) = (1, 2, -1), ВС = (0, -1, -1) е СА = (-1, -1, 2). Сото Го1 то8- 
1гас1о па ^пиоди^ао, о 1гаЬаШо ё о рго(1и1о 1тегпо (!а Гог^а ре1о үе^ог ^ие 
аа о (1е81осатеп1о. Ешао Гдв = <Г, АВ> = <(10, 2, -5), (I, 2, -1)> = 19, 
ТсА = -22. РоПапЮ, Г = 0. 

Ехетр1о 5: иша ГаЬггса ргойиг иш де1егт1па(1о сотропеп(е е1е1г6п1со. 
Веү1с1о а үападбе^ па ИпЬа де ргодидао, циаИдаде де та(ег1а1 е(с., уег1Пса-8е 
^ие 08 сотропел(е8 пао 1ёш (о(1о$ а текша ёигаЫИёаёе. Ра2е1и1о-8е ехреггёл* 
с1а$ сот ге^а^ао ао пйшего (1е Нога$ ёе и$о еГе(1уо, оЬ(ёт-8е а 5е@иш(е (аЬе1а 
цие ге1ас1опа ЛигаЬШ(1айе сош а гевресПүа ргоЪаЫ11<]а(1е. 



дигаЬШда(1в/11 


2000 


2500 


2700 


3000 


ргоЬаЬШ(1аде 


1/3 


1/5 


1/5 


4/15 



Оиегешоз $аЬег а (1игаЬШ(1а(1е тё(11а (1о5 сотролеп(е8. 

Тето$, еп1ао, а ЛигаЬШйаде тёё1а (ои үа1ог тё(1ю ои үа1ог е8рега<1о) 

дие ё 

. 2000(1/3) + 2500(1/5) + 2700(1/5) + 3000(4/15) = 2520 Ьога5. 

0 яие ^иегето$ оЬ$егүаг, по еп(ап(о, ё ^ие а ехргеззао да (1игаЫи(1ас1е тё(11а 
ё еха(атеп(е а до ргоди(о 1п(ето сапбшсо ет (1о ¥е(ог ргоЬаЬШ(1аде 

(1 1 1 ^ А ) ре1о уе(ог дигаЬПШаде (2000, 2500, 2700, 3000), 15(0 ё, 
(^^^^^}. 1 ^±^^ (2000, 2500, 2700, 3000)> 

Ое то(1о 8ега1, ита §гап(1е2а ро(1е а$8шшг уа1оге8 х^, х^, х„ сош 
ргоЬаЬШ(1а(1е8 р^, . ., Рп, ге8рес(1уатеп(е, еп(ао о уа1ог ше(11о (1а егап(1е2а 
((атЬёт сЬатаЛо үа1ог е8рега(1о) ё <1а(1о ре1о рго(1и(о 1п(егпо сапошсо еш 
К" 

<(Р1. Рг, РпХ {Хх, .... Х„)) = Р1Х1 + ... + р„х„ В!Ыю(еса с1е Г\ 

ирРе! 
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N3 ао 8.7 үосё роёега үег ита ои1га уегхао йезге ГаЮ, ^иЩатете сот ои- 
иаз арИса^бех е81а1 1511038 йо рго(1и1о 1пгегпо. 

О рго(1и1о 1п1егпо ё изаёо рага сагас1еп2аг а по^ао регреп(11си1аг18- 
то ои огЮеопаНйайе йе үе1оге5. Рогта1шеп1:е: 

8.1.3 ОеЬпи^о: 5е^а V ит езра^о уе1:ог1а1 сот ргос1и1о Ыегпо ( , >. 
р12-5е яие (1о15 уе!оге5 V е V (1е К 5ао оНо^оптв (еш гек^Зо а ейе рго(1и1о 
1п1егпо) 56 <у, ^> = 0. N0 са50 ет цие V е ^ 5ао ог(0£опа18, евсгеүеток 

Ргорпес1ас1е8: 

/) 0 1 V рага 1одо V е К 

Н) V 1 V 1трИса яие V 1 V. 

ш) 8е V 1 V рага 10{1о V е V, еп1ао V = 0. 

IV) 8е VI 1 * е У2 1 \у, еп1ао + 1 V. 

1') 8е V 1 е X 6 ит в8са1аг, Хү 1 *. 

Үато5 ёешопзиаг а рг1те1га с1е1а8 е уосг родега ргоуаг ГасИтете а$ 
ои1га8, и5ап(1о а& ргорг1е(1аде5 (1о ргодиЮ 1п1егпо. 
/) Рага то8!гаг цие 0 6 ог1оёопа1 а 1о(1о үе1ог у, 1етЬгето8 ^ие 0 = 

= 0 • V е, рог!ап!о, <0, ү> = <0 • V, V) = 0 <у, ^> = 0. 

А по^ао с1е оПоёопаИдайе 1;ет ита арИса^ао 1п1еге85ап1е па уепПса^ао 
с1а "Нопе$(1ёа(1е" (1е аро$(а$. Үе^ато$ 151о еш ит вхвтр1о. 

Ехетр1о: Виа8 реззоаз А е В Гагет а веешШе аро81а: е1а$ уао Зоеаг 
(1иа5 тое(1а$ 81тикапеатвп(е е, 5е о ге5ииаЛо ^ог диа$ сага$, А ^п11а йег 

сгихе^гоз, зе Гог с1иа5 согоах, А ёапЬа хе^е сгиге1Г08, е зе Гог ита сага е иша 
согоа, В еапЬа 9 сги2е1го5. Оиегетоз заЬег зе е51а аро81а ё ]и8!а, 1510 ё, 5е А 
пао 1ет та15 ргоЬаЬШ(1а(1е йе ^лпЪзх Ао ^ие В, ои у1се-үег5а. 

Рага 1510, уато5 са1си1аг о уа1ог е^регайо рог А е В. ОЬ5егүато8 еп1ао 
Яие а ргоЬаЫИ(1а(1е йе даг (1иа8 сага8 ё 1/4, (1е ёаг диа5 согоаз ё 1/4 е (1е (1аг 
ита сага е ита согоа ё 1/2. 0 уеЮг ргоЬаЬШ(1аёе ё еп!ао (1/4, 1/4, 1/2) е о 
уеЮг аро81а ропЮ (1е у151а де А ё (10, 7, -9) е (1о ропЮ с1е у181а (1е В ё 
(-10, -7, 9), опёе о 51па1 тепо5 1пд1са а регс1а с1а аро81а. 0 уа1ог е5рега(1о 
рог А с с1аёо ре1о рго(1и1о 1п!егпо 

((1/4. 1/4, 1/2) . (10, 7, -9)> =^(10) +^(7) -^(9) = 

епяиапЮ цие о уа1ог еврегадо рог В ё 

<(1/4, 1/4, 1/2), (-10, -7, 9)) = | . 
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0 үа1ог е5регадо рог В ё ро^Щүо, шс11сапс1о цие е1е 1ет уаШаёет па аро81а, 
еп^иапЮ ^ие о уа1ог е5регадо рог А ё пееаИ^о, 1п(11сапдо ^ие е1е 1ет та1ог 
ргоЬаЫИ(1а(1е с1е рег(1ег а аро51а. Е51а 50 зепа ]и81а 86 пао Ьоиуевве уатаеет 
рага пепЬит (1о5 аро51адоге5, 18Ю ё, хе о үа1ог е8рега(1о рага атЬо5 Говве пи1о, 
ои ве^а, о үе1ог ргоЪаЫИдас^е Го85е огЮвопа1 ао үеЮг ар081а. 

О ге8и11а(1о а 8еёи1г е51аЬе1есе ита ге1а§ао еп1ге огЮ80паЦс1а(1е е 1пдб- 
репёёпс1а Ипеаг. 

8.1.4 Теогета: 15бЗа {^1 , ^2, \„} ит согуипЮ (1е уеЮге8 пао пи108, 
(1018 а (1018 огЮ§опа15, 18Ю ё, 

<у,', у/> = 0 рага / Ф /. Етао {у^, \„} ё Ипеагтете т{1ереп<1ете. 

РГога: 8е]а д^у, + а^Уг + + 

Рагепёо о рго(1иЮ ш1егпо бо5 (1о18 тетЬго5 да 1ёиа1ёа(1е ас1та рог V,-, 1ето8: 

(а^^х + ... + а,1Ү„, у/> = (0. ү/> 

е, рог1апЮ, а, <^1 . V/) + ... + а/<^у, Ү/> + ... + <^„. ^,> = 0. 
Сото <уу, у/> = 0 рага / # I е <у,-, V,) Ф 0, гетоз д,- <ү, , V,) = 0 

е а851т а, = 0. 

Сото 18Ю Уа1е рага Ю(1о / = 1, п, 1ето8 а^ = 0 Оп = 0; \о^о 

{VI, 6 

Үосё ]а с1еүе 1ег по1а(1о ^ие циап(1о ке 1гаЬа1На по евра^о ( К^), ет цд- 
га1 ё та18 51тр1е5 и5агто5 а Ьа$е сапошса {( , / , к}. 1580 зе деуе ет вгапс1е 
раг1е а сагас^епзИса (1е ^ие е8Ю8 уеЮгез $2о с1о15 а (1о18 огЮ80па18. А сопуе- 
п1ёпс1а <1е Ьакез (1е55е Иро зе тап(ёт рага евра^оз уеЮг1а18 ^иа18^иег, сото 

уосё үега ет 8.2. 

8.1.5 Ое^1п1дао: В12-8е ^ие ита Ьазе Ул) ёе К ё Ьа5е оПо§опа1 
56 <у,, ^у > = 0 рага / Ф /, 15Ю ё, 05 уеЮге8 (1а Ьаве $ао (1о18 а <1о18 огЮ80па18. 

ОЬвегүе цие, ре1о 1еогета ап1ег1ог, 5е оЬИуегтоз ит соп^ипЮ бе п уе- 
Югез с1о15 а с1о15 огЮвопа15 пиш е^ра^о де (11теп8ао «, е81е соп^ипЮ 8бга иша 
Ьа$е ог!о£опа1. 

8.2 С0ЕР1С1Е^ТЕ8 ОЕ Р0иВ1ЕВ 

Вазез огЮ80па15 8ао 1трог1ате$ рог^ие ех181е ит ргосе(11тепЮ ра(1гао рага 
86 бпсоп1гаг а5 соогёепас1а5 (1е ит уеЮг яиаЦиег ет геЬ^ао а е1а8. 8е]а V 
ит езра^о үеЮг1а1 сот рго(1и1о 1п1егпо ( , >, /3 = {^^ , ү„} ита Ьаве огЮ- 
^опа! (1е К е V ит уе1ог яиаЦиег йе V. Үато8 са1си1аг а8 соогдепаёав (1б * 
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ет ге1а<;ао а |3. ЗаЬетоз ^ие V = х^у, + ХзҮа + ... + х„у„ е диегетоз йегег- 
шшаг а 1-ё$1та соогйепада х,. Рага 151о, Га^атоз о ргоёиЮ ш1егпо (1о8 (1о18 
тетЬгоз йа щиаМайе аата рог V,-. Еп1ао ү/> = х,<ү,-, у,> 

с1опс1е д:,- = . Езга соогёепайа ё сЬ.ата<1а соейс1ете с1е Роипег бе * 

<У/, V,) 

ет ге1а9ао а V/ . 

8.2.1 Ехетр1о8 

Ехетр1о 1: 5е^а V = сош рго(1и1о 1п1егпо ивиа! е 
/3 = {(1, 1), (-1, 1)}. 

ОЬяегуатов ^ие ^ ё ита Ьаяе огЮеопа!, р018 <(1, 1), (-1, 1)> = + 

+ 1(1) - 0. Са1си1ето5 [(2, 3)]^. 
Ех181ет е 1а18 цие 

(2, 3)=х,(1, 1)+Х2(-1, 1), 
опбе XI е Х2 зао аз соог(1епа<1а8 йо үеЮг (2, 3) еш гек^Зо а Ьазе |3 ^ие е81а- 
то8 ргосигал(1о. 

<(2, 3), (1, 1)> = <Х1(1, 1) + д:2(-1. 0, (1. 1)> 

= {Хг(\, 1), (1, 1)> + <Х2(-1, 1), (1, 1» 
= х,<(1, 1), (1, 1)> + Х2<(-1. 1), (1, 1)> 

О 5ееип(1о гегто, х^ <(-1, 1), (1, 1)) , ^ пи1о е авзгт, 

<(2, 3), (1. 1» , 5 
-<(1, 1), (1, 1)>"2 

Апа1оеатете, х, = =Т 



РоПапЮ, [(2, 3)]^ = 



'5/2 
1/2 



Үатоз Гогта112аг а^ога а по^ао йе сотрптепЮ (1е ит уеЮг пит ев- 
ра^о ¥еЮг1а1. Рагетоз гзЮ с1е 1а1 Гогша ^ие 8е]а уег(1ас1е1га а ге^а^ао у181а ет 
8.1, еп1ге ргоёиЮ е5са1аг е погта. 



8.3 ^ОНМА 



8.3.1 ОеҮ|П1рао: 5е^а V ит езра^о сот рго(1иЮ 1тегпо < , >. 
ОеГш1то5 а погта (ои сотрг1тепЮ) ёе ит уеЮг V ет ге1а§ао а е51е ргоди- 
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Ю ш1егпо рог II VII = V <\, \) . 8е ЦүЦ = 1, 15Ю ё, <¥, ү> = 1, V ё сЬата(1о уе- 
(ог тНагю. О12ето5 1атЬёт, пе51е са80, ^ие V е51;а поггтИ2ас1о. 

ОЬ^егуе ^ие Ю(1о уеЮг пао пи1о V € К ро(1е 8ег погта112а(1о, Гогпапдо 



и = 



М1 



Зе соп81(1егагто5, рог ехешр1о, К = е < , > о рюёи1о 1п1ето 



и8иа1, еШао зе V = (х, , х^. Лз) Е ЦүЦ = \/ {у, \) = \/ х\ + х\ + х\ ^ие 
ё о сотргшгепЮ (1о үеЮг V. А851т, рага V = (1, 2, -1), 1егето8 о үеюг пог- 
таИ2а(1о. 

„ = Л_= П-2,-П ^ /_1 2_ ^ 

||ү|| +22 +(-1)2 \ГЬ' \ГЬ^ 

А по^ао с1е погша ГогтаИга о сопсе1(о с1е сотрптеп(о. 

Ехетр1о\ Үатов са1си1аг а Гог^а (^ие ё ит уеЮг) (1е а^га^ао еп1ге (1о15 

согроБ (1е таззаз 2 е 5 ипШадез, со1осас1о8 поз ропЮз (1, 3, 5) е (2, 1, 0), 
ге5ресиуатеп1е, 8аЬеп(1о ^ие а ш1еп81(1а(1е йа агга^ао епГге е1е5 ё (1ас1а ре1а 

гек^ао ^ оп(1е т, ё а та§$а с1о рг1те1го согро, а с1о ^е^ихм^о е 

0? а д181апс1а епгге е1е8, е заЬепёо атйа. цие а Гог^а аёе па (Иге^ао с1а ге1а 
^ие ипе 08 (1о18 ропЮз. 




Үето8 ^ие Р с1еуе вег ит үеЮг па й^ге^ао е &еп11йо йе 
(2 1 0) - П 3 5) = (1, -2, -5) е йеүе 1ег ш1еп81(1а(1е ,^ — ^ ' ^ = — 

ои 5е]а, Р = и, опде и ё иш уеЮг ипИагю па а^ге^ао (1е (1, -2, -5). Рог- 
(апЮ, 
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е Р = ^ (1/^30, -21\/10, 5/4^ ) = (1/3 \/30 , -2/3 л/ЗО , 5/3\/30 ) 

Үе^ато8 щотл цие а йейтдйо Гогта! де погта 1ет геа1теп1в 1о(1а8 а8 
ргорпеёайев ^ие е5регато8 де иша по^ао сотргтеШо, 

Ргорг1ес1ас1е5: Зе^а V ит езра^о үе1;опа1 сот ргодиео т1ето. Рага ^иа1$- 
диег \, VI ет V е а 6 К. 

0 II VII ^ 0 е ||у|| = 0 56, е зотеШе V = 0. 
и) \\аП = 1а1|1у|| 

ш) < ]|ү|| ЦүуЦ (Ое51ёиа1ба(1е йе ЗсЬ^^агг) 

IV) II V + < \\у\\ + 11*11 (Ве818иа1йаде ШапеиЫг) 

Рюуа: Үосё ройе тоз^гаг /) е и) а рагИг (1а5 ргорг^едайез йо ргойиЮ ш1ето. 
ш) 5е]аш V е № еш К сот V ^ 0. (Рага V = 0 үа1е а 1£иа1с1а(1е 1<ү, «')! = 

= 1|у|| 11*11 = 0.) 

Рага циаЦиег { е К, (гу + *, гу + *> > 0, 181о ё, 

(V, Ү)Г^ + 2{\, *>Г + *> > 0 

Тешок еп1ао ит Ыпбт1о (1о 29 ^ти яие йеүе зег розШүо рага яиа1^иег ^а- 
1ог {1е Г. Сото о соеГ1с1еп1е <у, у> йе ё зетрге рохШуо (ү Ф 0), о д18сг1- 

гшпап1;е Д с1еүе зег пеёаИуо: Д ^ 4<у, ^)'^ - 4<ү, у)<*, *) < 0. 

ё, 4<¥, *>^ - 4||ү||^ 11*11^ < 0, о яие 1трИса яие 1<у,*>1 < ||ү||||*|| . 
IV) А с1е818иа1с1аде 1г1ап8и1аг уосё роде Гахег сошо ехегс1СЮ. 

8.3.2 Апди1о еп1ге с1о1$ уеюгех 

А йезщиаИайе (1е ЗсЬ^агг по8 (1а а ро851ЬШ(1а(1е йе ёеГш1г ап^и1о еШге 
{1018 уе1оге5 пао пи1о8 ет ит евра^о уе1ог1а1 V титйо (1е ит ргойиЮ т1ег- 
по. Зезаш V, * е V пао пи1о5. Еп1ао 8.3Л (ш) ро(1е 8ег е8Сг1го сото 



1<ү, *)1 

— < 1 ои 5е1а 

ЦүЦ 11^^11 ^ 



<ү, *> 



11^1111*1 



< 1, е рог1ато ех151е ит ап8и1о в еп1ге 



0 е 7г гаёшпоз 1а1 цие со5 Ө = • Е^ге апёШо Ө ё сЬата«1о апрПо еп- 

1ге V е *. 0Ь5егуе яие е81а по^ао ё сотра11Уе1 сот а по^ао йе огЮ^опаИйа- 
{1е ро18, 8е <¥, *> = 0, еп1ао со8 0 = 0; 10^0 Ө = я/2. 

8епа шиИо 1п1еге$5ап1е 8е үосё үепГ1са55е аёога яие 5е сопзИегагтох о 
р1апо ои о е8ра§о сош о рго(1и1о 1п1егпо и8иа1, о сопсеИо ёега! с1е 
апеи1о а^и1 (1еПт(1о со1пс1с11га сот о сопсеИо йеотё1г1со йе ^п&хХо еп1ге (1о18 
үе1оге8. 
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Ехетр1о\ 5е]ат V = М{2, 2). а$ та1п2е5 ^иадгас1а5 с1е ог(1ега 2 геа15 е 
о рго(1и1о ш1егпо (1ас1о ре1а ехргеззао (сошргоүе цие геа1теп1е ё иш рго(1и1о 
ш1егпо, 1е$1ап(1о а$ ргорпе(1а(1е8): 



а Ь 




'е / 


с й 







ае + 2Ь/ + Зс^ + (/А 



1е ргоёи1о 1п1егло. £п1ао 





" 1 -Г 




2 Г 


а8 та1п2е8 




е 






.0 1 




.-1 Г 



, $е£ип(1о ез- 




2 1 
-1 1 



= 1, 



Г1 -Г 






Г 2 1] 






= 2 е 




[о Г 






[-1 1 ] 



= у/1о 

РоПапЮ, С05Ө = 1/2\/ТсГе а881т, Ө = агссо8 1/2 у/Ю . 

Еш 8.7 үосё рос1ега уег ^ие а по^ао йе согге^а^Зо изаЛа ет е81а11811са 
ргоуёш (1о сопсеИо (1е апвиЬ еп1ге с1о15 үе1оге5. 

ТашЬёт и11ига-$е о сопсеИо (1е погша рага сагас1ег12аг о Иро (1е Ъа$е 
дце, ет ё^га!, ё та15 сопуеп1еп1е ^иап(1о зе 1гаЬа1На сот ит бе1егпипа(1о 
рго(1и1о ш1егпо. ^ита Ьазе (1е51е Иро а5 соог(1епа(1а8 (1е ит үеЮг 8ао (1а(1а8 
рог иш ргодиЮ ш1ето. 



8.3.3 ОеЯп19ао: 8е]а V иш е^ра^о уе1ог1а1 сош рго(1и1о ш1егпо. 012-8е 
^ие ита Ьазе /3 = {^1 , ү„} (1е К ё оПопогта1 8е Юг ог1о8опа1 е са(1а ^е- 
Юг Гог ип11йг1о, 181о ё. 



(V/, V/) = 



0 %е I Ф } 

1 8е I = / 



ОЬвегүе цие 5е 11уегто5 иша Ьа5е ог1опогша1 {у, , у„}, оз соейс1еп- 
1е8 X,- йе шп уеЮг V = х^Үг + ... + л:яҮ„ 8ао аа(1о8 рог 



С/ = \ = <>^, V,) . 

' <Ү/, V/) 



Ехетр1о: Зе^а К = е <,) о ргоёиЮ 1п1егпо и8иа1 е 
р = {(1, 0), (0, 1)} ита Ьаве ог1опогта1, 1ето8 х, = <¥, е^) е = <\, е^) • 
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8.4 РВОСЕ850 ОЕ 0ВТ0С0МАИ2АдА0 ОЕ СВАМ-8СНМЮТ 

А раг11г (1е ита Ьахе яиа1яиег с1е ит езра^о уеЮпа! ех181е ит ргосемо рага 
зе оЬ1ег иша Ьазе ойопогша!. 1п1С1а1теп1е үатоз даг ита йезсп^ао йезге рго- 
се550 (1е огЮпогтаИгадао рага ита Ьа5е ^ - [у^, у^}. 

Зе]а VI = VI . Ргес18ато5 епсоШгаг а рагИг йе иш по^о уе1ог ог- 
1080па1 а ^'1, 1510 ё, <^2, у1) = 0. Рага 151о Ютатоз = -^^^^; , оп(1е с ё 
ит пйтего е5Со1Ыёо (1е тойо цие <^^, V',) = 0, 151о ё, <^2 -с^,, у^) = 0. 



Ыо 51еп1Г1са яие с = 




Пдига 8.4.1 



р1сато5 еп1ао сот 
VI = V, 

<^2, У'|) . 
^2 = ^2 - , , ч VI 
<^д , VI) 

ОЬвегүе цие Ы оЪИйо (1е у^, «иЫга^пйо-зе девге а рго^е^ао (1о ^еЮг ^2 
сИге^ао (1е VI , 
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<^1, V;) 

е ^ие \[ е зао уе1оге5 огЮёопа!^ пао пи1о8. Рос1ето5 епгао погта11га-1о8, 

оЬгепдо ита Ьаве /3' = {^1, и^} ^ие ё ог1опогта1. Сото уосё роде аЯгтаг 
^ие и^ е и^ зао Ы? (Үе]а 8.1.5) 

8.4.1 Ехетр1о 

ЕхетрЬ 1: 8е]а ^ = {(2, 1), (1, 1)} иша Ъазе с1о К^. Уат05 оЬ1ег а 
рагИг (1е ^ ита Ьа&е огЮпогта! ет ге^а^ао ао рго(1иЮ 1п1егпо и5иа1. 
Зе^ат « (2, 1) е = (1, 1). 

^'1 = V, = (2, 1) 

Үз = Ү2 - СУ\ 

Сото 1^ у1то5, а сопсИ^ао (1е ^ие зеза ог1080па1 а у[ ^трИса яие 

<у;,ү1) 

е, рог(апЮ, 

' ^ ' ■ <^; , V;) <(2, 1), (2. 1» 1) - (-у. у) 

^огтаИгапёо езгез үеЮгех оЫетоз: 

VI 



и1 = 

II V', 



Епгао, |3' = {ц,, из) ё ита Ьа5е огЮпогта!. 

0 ргосеё1тепЮ с1е огЮеопаИга^ао (1е (1о18 ^еЮгев ро(1е 8ег 8епегаИ2а(1о 
рага ита Ьа8е & - Тотетоз сото по са80 ап1егюг 



VI = VI 



г - . -(^г, V;) 

Ъ = Ъ - с\у оп(1е с = 

Еп1ао, у[ ё огЮёопа! а у^. 

Үато5 ргосигаг а§ога ит үе!ог Уз ^ие зе^а огЮ^опа! ао те^то (етро а 
ү; е \2 ■ Ро'^ апа1ое1а ао сазо ап1епог уатов е81аЬе1есег ^ие = 
- - тУ2 - Лү! е (1егегт1паг 05 уа1оге8 (1е т е цие (^з, ^г) = 0 е 

{Уз, у^) = 0. Ое8епуо1уеп(1о е81а5 (1иа5 сопд^^оез, оЫето8: 
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<Уз, у'1> = 0 <=» <Уз - т\'1 - ку[, ^'1) = 0 

<=* <Үз, - т<Ү2, Ү]) - А:<у|, ү^) = 0 

А851т, сото <у^, у^) = 0, 1ето8 <Уз, у^) = 0 «е, е зотете «е 

. _<Ъ^ 

Оа тезта Гогта, <Уз, ү^) = 0 зе, е зотеше 5е 

„_ <Уз.У2> 
т = 

Е рог1ап1о, 

' " ' "<у^.у;;)''^ "<ү'1,ү*,>''' 

ОЬкегүе дие е т зао о& соейаеШез де Роипег йе Уз сот ге1а(ао а у1 е а 
Уз гезресиуатеше, ои хе^а, Уз ё оЪШо де ¥3, 8иЫгашао-8е хиаз рго^едбех 

зоЬге \\ е у^- 

Ргоседепёо с1е шапеиа апа1о8а, оЫетоз о5 ^еЮгез у^, Уп, 

Шт, а раП1Г (1е ита Ьазе /3 = 1^1, ү„} де ит езра^о уеЮгха! V, 
соп51ги1то5 а Ьазе ог1о80па1 {у*! . \„} с1а<1а рог: 



= V, 



<У2, 



<Уз, У2> „' <Уз. Уг> V' 



<УП*УП'1> . <Уя, VI) , 

Е51е ргосе(11тето ё сопЬес^ёо сото ргосезю йе оПоёотИгадао йе 
Сгат-8сНтШ{. 

5е ди15егто8 аёога оЫег ита Ьаве ог1опогта1, Ьа81а погтаИгагшов 08 
үе1оге8 V/. 1510 ё, (отап(1о 

и, = ^ , оЫето5 а Ьазе {01, и^, Ци} йе уеЮгез оПопогтаи. 

\ы\ 

ЕхетрЬ 2: Зе^а ^={(1,1, 1), (0, 2, 1), (0, 0, 1)} иша Ьазе (1е 
Үато5 оЬ1ег а рагИг с1е /5 ита Ьахе огЮпогта! ет ге^а^ао ао ргойШо изиа!. 
5е]ат V, = (1, 1, 1), = (0, 2, 1), Уз = (0, 0, 1). 
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= V, - 



VI = (1, 1, 1) 

<^1'^1> • ^ <(1. 1. 1),(1, Ь 0)^ ^ 

(0, 2. 1)-|(1, 1. !) = (-!, 1,0). 



(0 0 п ^^^' 0' ^)'(-Ь ^о)> . 

^^■<НГТ7оГ(-^Т7Т^))(-Ь1,о) - 

<(0. 0. 0,(1, 1, Р) , ^ , 1 

<(1, 1, 1). (1, 1, 1)) = (0' 0' 0 - 0 -|(1, 1, 1) = 



= (--,-^ ^) 
М ' 3 ' 

Еп(ао 0$ үе(оге5 погта112а^о$ зао 



= ш 



е = {^1, цз, из} ё ита Ьазе оггопогта1. 

ОЬ&егүе по ехетр1о ^ие, (1о8 үеЮгез ог181па18 йа Ьаве /? о йп1со ^ие Го1 
ргевегүадо, ре1о тепоз ет $иа Шге^ао, Го! о үеЮг V, а рагИг йо ^иа! Го1 1п1- 
с1ас1о о ргосе88о йе оггоёОпаИта^ао. Уа1е а репа погаг ^ие рагИпйо да тезта 
Ьазе ^ = {у1, У2, ¥3} ро(1егето5 оЫег ита ои^га Ьазе ог(о8опа1 шшпйо, 
рог ехетр1о, о ргосеххо (1е огЮёопаИга^ао а рагИг (1е Уз(у1 = ¥3 =(0,0, 1)) 
\е51е сазо, 05 са1си1о5 зепат 81трИПса(1о5 ро15 Уз ]а ё ит уе1ог ипИапо. 
ОЫегето8 а881т /3" = {^^. ^а, 1Уз},опае о үе1ог си]а й1щКо 6 рге8егуас1а ё 
Уз , е пао та18 . 



Ехетр1о 3: 5е]а /3 = {(1, 0), (0, 1)} а Ьа5е сапбшса йе . Үашоз оЫег 
а рагИг (1е ^ ита Ьа5е ог1:опогта1 еш ге^а^ао ао ргоди1о ш1егпо йе с1ей- 
тйо рог 

<(Х1, У1), (Х2,У2У> = 2Д:,Х2 - Х1У2 - Х2У1 + у^у^ . 

5е}ат - (1, 0) е = (0, 1). 

V; = V, = (1, 0) 
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+ -^(1,0) = (у, 1) 

^огтаИхапйо е51е8 үе1оге5 оЫето$: 

_ Л1_ 
= 1|үИ1 

А551т, = {^1, иг) ё ита Ьазе оггопогта! ет ге1а9ао ао ргойиЮ Ыегпо 
аеПп1с1о ас1та. ОЬхегуе цие а Ьа5е 1п1С1а1 /3 ё ита Ьаке оПопогша! 
ет ге1а<^ао ао ргоаиго 1п1егпо изиа! (1е , таз пао ет геЫ^ао ао ргоёиЮ 
аци! деПпМо. 

8.5 СОМРиЕМЕМТО ОВТОСО^АЬ 

Соп81дегето5 ит езра^о үе1ог1а1 V тптйо де ит ргоёиЮ ^тегпо < , ) е ит 

5иЬсол1ито пао уагю 5 с1е V. {8 пао ё песе55аг1атеп1е ит 5иЬе5ра?о.) Соп- 

81(1егето5 еп1ао о зиЬсогчиШо йе V: 

8^ = {\ ^ V: V ё огго80па1 а Юйоз 08 үе1оге8 Ле 5}. 

Үа1ет оз 5ееи1п(е8 гевиИадоз сош ге^а^ао а 5. 

0 е зиЬекрадо V (тезто ^ие 5* пао о 5е]а). 

1)е ГаЮ, 5е V, е Үз рег1епсет а 5^ е V ё ит үеЮг циаЦиег с1е 5, еп- 

1ао VI 1 № е ¥2 1 « е (1е 8.1.4. {(у) + I ои 5е]а, ү, + 

+ ¥2 е 5-^. Апа1оёатеп1е, изапдо 8.1.4, (г) л\1 I ш рага яиаЦиег X е К. 

н) Зе 5 ё зиЬехра^о йе V, етао V = 5® 8^ (үе]а 4.3.5). 

е ё сЬатадо сотр1етепЮ опо^опа1 (1е 5. Рага то$1гаг 151о, Ьа81а 
Ютаг ита Ьазе ог1о8опа1 ёе 5 {^, , ^з, (^Ф 8.4), е8ееп(1ё-1а а 

ита Ьазе (1е К, {^1 , ^к^^к^х^ '«^«^ ^ ^Р^^^^^ ° ргосеззо (1е 
Сгат-5сЬт1(И, оЬ^егуапао ^ие V, , пао тидат по ргосе55о. 

0Ыёт-8е а881т ита Ьазе ог1опогта1 де ^,{^1 ^л^, үл+ !,...,¥«}■ ^о1е 

дие {ү;^^, , ё ита Ьазе де (уепГцие). Авят, 



<<0- 'МЬО)) .1 0) ^ (0, 1) + 
<(1,0), (1,0))*^'' ^ ^ ^ 



К = [у,, Ук\® Ьк^х^ У„] = 5® 5-'-. 
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8.6 ЕЗРАРОЗ УЕТОтА18 С0МР1ЕХ05 - РВООиТО ШТЕВМО 

N0 Сар1Чи1о 4, ^иапдо 1тго(1и21то5 е^ра^ов үе1ог1а15 геа15, сотеп{ато5 ^ие 
8е 08 е8са1аге8 Го88ет пйтегоз сотр1ехо5, (С) 1ег1ато5 ит езра^о уе1ог1а1 
сотр1ехо. 0 ^ие яиегетоз пе^{а хес^ао ё геккаИаг ит ГаЮ шроЛаШе ^ие 
осогге сот о ргоёиЮ 1тегпо пит е^ра^о ^еЮгга! сотр1ехо. 

0Ь5егүе о ^ие осоггегга зе Цүё^зетоз V, ит езра^о уе1ог1а1 зоЬге С, ти- 
п1(1о с1е иш рго(1иЬ 1п1егпо (. ) 8е§ипао а (1еПп19ао 8.1.1 е ^ш^ё^ветоз, аас1о 
V пао пи1о ет V, са1си1аг о ргоёиЮ <\¥, ш) опйе * = /у. ЕШао, рог ит ^айо, 
ре1а сопа1?ао (/) (1е 8.1.1, 1ето5 ^) > 0. Рог ои1го Ыо, <*, *) = 

= </у, 1\) = Цу, /V) - /(/>; V) = г^Сү, V) = -1(у, Ү)< 0 р015 (V, V) > 0. 
Еп1ао (V, V) аеүе хег ао тезто 1етро та1ог ^ие 0 е тепог цие 0, о цие ё 
аЬвигёо! Ыо циег (Игег цие а5 ёиая сопа^^бев 0 (ү, у) > 0 рага 1о(1о V е 
IV) (V, \у) = (\у, V) рага яиа^зциег V, \у $ао 1псотра11Үе15 яиапёо е51ато5 1га- 
Ьа111ап(1о сот е^ра^ов ¥е1ог1а15 сотр1ехо5. 5епао а551т, ргес15ато8 (1е ита 
поүа с1еНп1^ао. 

8.6.1 Ое^1П19ао: 8е]а V ит евра^о үе1ог1а1 сотр1ехо. ^т ргос1и1о Шег- 
по 5оЬге V ё ита арИса^ао 

<, ): К X К ->С 
(ц, V) ^ <и, V) 

^ие заИвГах ах 5е§ит!е5 сопсИдоез: 

0 (V, V) > 0 рага 1:ос1о V Е V е (ү, V) = 0 зе, е 5отеп1е 8е V = 0. 

//) (аи, V) = а(и, V), рага 1ос1о а е С е и, V е V. 

ш) (и^ + из, V) = <и1, V) + (и^, V) рага Шо ^1, из, V £ V. 

IV) <и, V) = (V, и) рага Юдо и, V е V. 

ОЬ^егуе дие а согкИ^ао (/у) Го1 ти(1а(1а ет ге^а^ао ао рго(1и1о 1п1егпо 
(1еЯп1йо 8оЬге К. Е1а по8 (112 ^ие <и, V) ё о согуи8а(1о йе <у, и>. 

Ехетр1о: 8е]ат К = С^, у^, £ V сот у, = (х,, х^, х^) е Уа = 
= {У1 ,У2,Уз)- А ехргезвао 

(VI , Уз) = Х1У1 + Х2У2 + ХзУ^ 

(1еПпе ит ргоёиЮ 1п1егпо ет С^. Үег10^ието5 а сопсИ^ао (/у). 

_ ^У2, Ү,)^= У1Х1_+ У2Х2_+ УзХз^^ + + уҖ = у^^^ + 

+ У2Х2 +У3Х3 = Х1У1 + ХгУг +ХъУъ =<У1,У2> 

Ут ехетр1о ипрог1ате (1е евра^о уеЮпа^ сотр1ехо ё (1а(1о ре1о соп- 
]ип1о (1а5 5о1и?ое5 с1е ит 815Юта (1е е^иадбез (11Гегепс1а18 Ипеагез. Е1е «ега 
арге8еп1;ас1о по Сар1Ш1о 12. 
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Оо тевто тоёо яие аейп1то5 05 сопсеИоз Гипёатеп1а18 (погта, аи- 
гапаа, огШёОпаИйаае е1сО пиш езра^о үе1ог1а1 геа1 сот иш ргойиЮ т1егпо, 
по(1ето5 (1еПп14о5 пит езра^о ^еЮПа! сотр1ехо. Рог ехетр1о, а погша йе 
ит уеюг V = (х,, х^, х,) € еш ге^ао ао ргоаиЮ шгегпо (1аао по ехет- 

р1о ап1ег1ог ё 

1|ү|1 = уЛуГ^) = \/х,х, + Х2Хг + х^х^ = V + \х2\' + '^з'^ 
N50 үато5 1га1аг та15 (1е1аШа(1атеп1е 5оЬге езге аззипЮ рог^ие, пезге Ьүго, 
е81ато5 та15 1п1егез5аёо5 ет езра^оз үе1опа18 геа15. 



8.7 РКООиТО 1МТЕВМ0 Е Е5ТАТГ8Т1СА 

ита 51Ша9ао цие арагесе Ггеяиеп1етепге па апаИке де ехрег1теп108 ё а 80- 

ешШе: үегШса-зе чие о Гепбтепо е51и(1а(1о 1ет п ро551Ыи(1а(1е8 (ИзИШав 5,, 

^2 5« (1е 5е ташГе51аг, сайа ита деЫ сош ргоЬаЬШ<1аде5 р,, 

Р7, Рп, гехресиуатеШе. О соп^иШо 5 = {81 , 5„) ё сЬатаао езра^о 

атоаШ е о уеЮг р = (рь Рп) е сЬата(1о уеШг йе ргоЬаЪаШйе^. Рог 

ехетр1о, по 1ап$атеп1о бе ита тое{1а, ро(1ето8 соп81(1егаг 5 = {сага, согоа> 

е р = (1/2, 1/2); по Ы^атепго 51ти11апео {1е диаз тоеда», 5 = 

= {(сага, сага), (согоа, согоа), (сага, согоа)} е р = (1/4, 1/4, 1/2); пиш Ешро 

(1е 3 ре85оа8 рО(1ето5 сопмаегаг 5 = {ре58оа 1, ре85оа 2, ре880а 3} е р = 

= (1/3, 1/3, 1/3) 5е са(1а ита (1е1а8 Иуег а шевта ргоЬаЬПШаае {1е вег евсоШ!- 

ёа ао аса50. , , ^ ^ 

8е ет ит езра^о ато51га1 5 = {8, , 3„}, сот ге^ресШо үеЮг (1е рго- 

ЬаЫис1аае р = (р^ Рп\ а58ОС1агт05, а саёа е1етето 8,- до еярадо ато8-^ 

1га!, ит үаЮг ЛГ/, 1егето5 о уеЮг X = (X, , А„) ^ие сЬатагет08 (1е ^апа- 
ге1 акагдпа. Үе^атов а1§ип5 ехетр1о8. 

8.7.1 Ехетр1о5 

Ь\егир1о 1: 8е ёиах ре85оа5 А е В Гагет а 5еёи1п1е аро51а: 1ап9ат ита 
тоейа е, зе дег сага, А вапЬагй 10 йсЬак е, зе йег союа, В еапЬага 10 й- 
сЬав. Епгао 1егето8 5 = {сага, согоа}, р = (1/2, 1/2), а уайауе! а1еа1бг1а 
ао ропЮ ае Ү1з!а де Л зега X = (10, -10) е а Үаг1йүе1 а1еа1бпа с1о ропго 
(1е У151а ае В зега Ү = (-10, 10). 

Ехетр1о 2: Шт ёшро (1е 1гё8 ре85оа8 А, В, С чие ре^ат 70 ке, 80 
е 50 к^, ге5рес11уатеп1е, родетов соп51(1егаг 5 = (А, В, С}, р = 
= (1/3, 1/3, 1/3) е а уапаүе! а1еа1бг1а X = (70, 80, 50). 
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ЕхетрЬ 3: А вИиа^ао е5сп1а.по Ехетр1о (1е 8.1.3 ро(1ето5 а850с1аг о 
езра^о ато51га1 5 = {(сага, сага), (согоа, согоа), (сага, согоа)}, о уеЮг йе 
ргоЬаЬШ(1аае5 р = (1/4, 1/4. 1/2) е а5 уапаүе15 а1еа1бг1а5 X = (10, 7, -9) ^ие 
(1а а ар05га йе А, е Ү = (-10, -7, 9) ^ие а аро81а с1е В. 

Оа(1о ит езра^о ато51га1 5 - (81, 5„}, о уеюг ае ргоЬаЬШ(1а(1е5 

Р = (Р1 Рп) е ита уагшүе! а1еа1бг1а X = {Х^ , Х„), аепотшатоз де 

уа1ог тёёю с1е X (ои ш/ог е^регайо) ао пйтего 

X = р^Х, +Р2Х2 + .. + РпХ„, 
йе ^апапда йе X ао пйтего 

Ү{Х) = р,{Х, -Х)^\ ...+Рп{Хп -Х)^ 
е (1е (1е$У10 ршХгсю (1е X ао пйтего 

/)(Х) = \ГЙ(Х) . 

А Ьёа^ао с1е51е5 сопсе1Ю5 сош о сопсе1Ю (1е рго(1иЮ 1п1егпо ё е51аЬе1е- 
сШа йа 5еёи1п1:е Югта; па5 сопсИ^оев атег1оге5, соп51(1егето5 ет К" о 5е8и1п- 
(е ргоёиЮ 1п1егпо 

<(Х1 , Хп\ {Ух Уп)) = Р!^^!^'! + ... + рпХпУп 

Тето5 еп1ао яие, ет геЫ^ао а е81е рго(1иЮ ш1егпо 

X = <Х, (1, 1)) 

ҢХ) = (X - Х{1, 1), X - ^(1 1)) 

П{Х)= ||Х- ^(1, .., 1)11. 
Үосё роёе үег1Псаг (гапдш1ател1е е51:а5 1зиа1(1а(1е8. 



8.7.2 Ехетр1о$ 

Ехетр1о 1: О рго(1иЮ 1п1егпо а580с1адо ё 

<{хиУх)Лх2,У2)) = \х^Хг ^\у1Уг 
Еп1ао^ = ((10, -10), (1, Ю • 1 + (-Ю) • 1 = 0 е £)(Х) = 

= 11(10, 10) - 0(1, 1)11 = 11(10, 10)|| = V (1/2)10^ + (1/2)10^ = 10. (Ра^а о 
те8то рага а үаг^аүе! а1еа1бг1а Ү.) 

ЕхетрЬ 2: О рго(1иЮ ш1егпо ё 

<(Х1,У1, 2,), (Х2, У2, 22)) = у-*1-«2 + ^УхУ^ + ^^1^2 
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ЕШао X - <(70, 80, 50), (1, 1, 1)> =-| • 70 • 1 + -| • 80 • 1 + -| • 50 • 1 = 

_ 1510 ё, 0 уа1ог шёсИо ёа Гип^ао а1еа1бпа рехо (о рево гаёШо) ё 200/3 
е 0 (1е$үю радгао ё 

ДХ) = !1(70, 80, 50) - ~ (1, 1, 1)11 = 11(10/3, 40/3, -50/3)11 = 

= ^(1/3)(10/3)^ +(1/3X40/3)^ + (1/ЗХ-50/3)^ =у%А4 
ЕхетрЬ 3: 0 ргодиЮ 1п1егпо ё 

ЕШао = <(10, 7,-9). (1, 1, 1)> = • Ю • 1 + -~ • 7 • 1 -^•9-1=-| 

1 , 41 29 35.,, ^ 

/)(Х) = 11(10, 7, -9) - (- ^Х1, 1, 1)11 = 11( Т ' Т ' " Т^" " ^^'^ 

(Сотраге сот о ЕхетрЬ йе 8.1.3.) 

Сопмдегетоз авога ита 811иа?ао ет ^ие а иш (1аао Гепбтепо а$80С1а- 
то8 0 езра^о атохиа! 5 = {5, , 8„}, о уеЮг ргоЬаЫИдаае р = (р,, Рп), 
е ёо15 азресЮз йо Гепбтепо зао герге5епга(1о& рог <1иа5 уаг1аүе18 а1еа1бг1а8 
X = (Л^!, А^й) е Ү = (1^1, Уп)- Е81ато8 тигезхадо» ет (1е8соЬг1г яиа1 
ё а ге1а92о еШге X е Ү. Зе^ат ^ е Г о8 уа1оге8 тёа!о8 соггезропаеШев а X 
е Ү. Соп81дегапдо 05 үеЮгез 

X- Д1, 1) = (^1 'X, ...,1„ -X) 

е 

Ү - П1, 1) = (У, - У, Уп - У) 

Үе^атов о ^ие асоШесе 5е ех1511г иш пйтего X 1а1 цие 

(Г, - Г, Г„ - Г) = - X, Хп-Х) 
N6516 са8о роёешов сопс1шг ^ие зе X тиёаг, Ү тийага ргорогс1опа1теп1е, 
ои веза, сЬееагетоз & сопЫивао ^ие 08 авресЮв X е Ү е51и(1а(1о5 е51ао Гог1е- 
теШе ге1ас1опаао8. Маз а ех18гёпс1а (1е51е пйтего X ё е^и1үа1еп1е а сопбхф^ 
(1е яие 08 үеЮгев 1епЬат а те^та ёхге^ао, ои 5е]а, о апеиЬ Ө еШге е1е5 ё 0 
ои я, е рог1апго совӨ = 1 ои -1. 

А$51т, сЬе§ато5 а сопс1и5ао, цие о үа1ог (1о со-5епо с1о апеи!© еШге 08 
уеЮгев X - Х{\, 1) е Ү - У(1, 1) ё ита теаЫа йа гек^ао еШге X е 
Ү. А е81е уа1ог 08 е81аи'8г1со8 сЬатат йе соеДсгеШе йе соггеШдт Ыпеаг еп1ге 
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X е Ү е (1епо(ат-8е рог ҢХ, Ү). Арисап(1о а Гдгти1а <1о со-8епо ёо апеиЬ 
етге (1о15 үе1оге8, (ето8: 

Ү) - ^х-1(1> -> 0> Ү-Г(1, 1)> 
1|Х-Х(1,..., ОЦ.цү. 7(1, _ 1)11 

ОЬ5егуато5 ^ие о ргойиЮ 1тегпо 1л(11саао ё а^иек топЫо а рагИг ёо үе- 
Юг де ргоЬаЬШ(1а(1е5 е цие ^иапЮ та15 рг6х!то г(Х, Ү) езИуег йе 1 ои -1 
та18 ро(1ето8 й^гег яие X е Ү е81ао согге1ас1опа(1о8 Нпеаппеп1е. 

ЕхетрЬ 4: Соп51(1егето5 ит ^гиро (1е 10 а1ип08 до ^иа! сопЬесетоз а8 
по(а8 (1е Ма1ета(!са е Ршса (1а(1а8 ре1а (аЬе1а аЬа1хо. 



А1ипо 


123456789 10 


сл 


Ма1етаиса 


285775319 9 


Р181са 


197274639 7 



Риегето8 5аЬег ^иа1 ё а соггек^ао епие 08 ге5ииа(1о$ па8 <1иа8 та(ёпа$. Рага 
18Ю, соп81(1егето8 сото в8ра^о ато81:га1 о соп]ипЮ ёо8 а1ипо8, питега(1о$ с1е 
1 а 10, 5* = {1, 2, . ., Ю}. Сото а ргоЪаЫ11(1а<1е (1е зе соп81(1егаг аз по(а$ ёе 

^иа^яиег а1ипо ё 18уа1, о үеЮг ргоЪаЬШ(1а(1е ё, еШао, р = ( ^ , ), а 

уаг1аүе1 а1еаЮг1а дие (1а а5 по1а5 ёе Ма1ета11са ё X = (2, 8, 5, 7, 7, 5, 3, 1, 
9, 9) е а ^ие (1а а8 по1а8 (1е Ршса ё Ү = (1, 9, 7, 2, 7, 4, 6, 3, 9, 7). Са1си1ап- 
(1о, 1ето5 X = 5,6 е У = 5,5. 

Х-Җ], 1)= (-3,6; 2,4; -0,6; ...; -4,6; 3,4; 3.4) 
Ү- ГО, •Л) = (-4,5; 3,5; 1,5; -2,5; 3,5; 1.5) 

<Х-Х(1, 1), Ү- Г(1, 1)>^4,9 

||Х - Х(1, ..„ \)\? = 7,4 е ЦҮ - У (1, 1)|Р = 7, 2 

е о соеПс1еп(е (1е соггви^ао ё 

г(Х, Ү) - 0,67 



*8.8 О А^и8ТЕ ОЕ СиП^АЗ Е О МЁТООО 008 МПМ1М08 
ОиАОВАООЗ 

Соп81дегето8 а ехрег1ёпс1а па ^иа1 5е иИИгои о С1гсш1о аЬа1хо рага 

(1еЮгт1паг о үа1ог (1а ге818(:ёпс1а К (1е ит ге818Юг. , 

Ө'|1з!1о1еса )Л| 



240 АЬСЕВКА ЬШЕАК 



Ьагег1а 




Ре11а8 а5 теШйаз де соггеп1е рага уаг1о5 уа1оге5 бе уоиаеет, 08 иайоз 
{огат гаЬе1адо8 



/ =; соггеШе (Атрёге) 


0,03 


0,06 


0,10 


0,16 


V = уоИаёет (Үоик) 


10,0 


18,0 


32,0 


40,0 



е а ке^шг со1осаёо$ ет ит £гаГ1С0 



V 1 
40 

32 

18 
10 



-г 



0,03 0,06 0, 



0,16 



А рагИг (165168 ёайоз, 5е ^ш5егто5 оЫег а гекдао етге соггеп1:е е 
уокаеет, тс1и$1¥е рага роШоз ЫегтеШшоз ои ехгеггогез ао5 1аЬе1аёо8, 
(1еуегето8 ргорог ита сигүа (ита Гип^ао) ^ие зе а^и81е ао5 роп1о8 1аЬеЫо8. 
А ргоро81а йе 1а1 Гип$ао беүега 1е¥аг ет соп81(1ега?ао ^ие: 
0 Оиа1циег тед^да соп1ёт ит егго (тегеп1е ао арагеШо йе те^И^ао, ГаШя 
6о орега(1ог в1с.) 

к) Ро<1е ^а ехгвйг а^еит агеитеп1о 1е6псо ои бе Ьот 8еп80 ^ие по8 ^гкИцие 
^иа1 йеуе зег о а8рес1о апа^Шсо 6я Гипдао. 

0 Иет (0 П08 то51га цие еме^г ^ие а сигүа ргосига(1а раэве рог 1о(1о8 
08 роп1о8 пао ё 8отеп1е ёе5песе55шо шаз, ргоуауе1теп1е, егга(1о, епциапЮ 
^ие 0 Иет (н) по5 то81га цие (1е¥егето8 1ег а1вита агеитеШа^ао сопү1п- 
сеШе рага Гагег ргеҮ15бе5. Тип^оз, е^гех 11еп5 то51гат дие еШге 1о(1а5 а8 
Гип95е8 сот ит де1егт1пас1о азресЮ апа^^исо (1еуегето8 ргосигаг а^иек 
цие, ет ит сегЮ зепИао, теШог ве а]и51е ао8 роп1о8 да 1аЬе1а. На 
ехрег1епс1а дие е51ато8 соп51{1егап(1о, рог ехетр1о, ех151е ита ГипаатеШа^ао 
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1е6пса дие ге1асюпа а соггеп1е сош а Уо11аёет: V = Я - I, Ыо 6, о ёгаПсо 
с1е V ет Гип^ао {1е / (1еүе 8ег иша ге1а ра58ап(1о ре1а ог^еет е сот сег1а 
тсИпа^ао К ^ие тейе а ге8151ёпс1а. Оеүето8, рог1апЮ, е81аЬе1есег ит 
тесаш8то ^ие Югпе^а о "теШог а^и51е" ао5 {1а(1о5 йе ^ие сИ^ротох. 

Сото Гагег 18Ю? Ота Ш[а ё а йе ^ие а ге1а ргосига(1а (1еүе зег 1а1 цие 
Югпе реяиепо8 08 де5У1о5 (151о ё, а Ш^егеп^а еп1ге о уа1ог <1аёо па 1аЬе1а е о 
үа1ог йгбо ре1а ге1а) еш са(1а иш аоз ропЮз аа 1аЬе1а. Ма5 сото вагапИг 
1810? 0 тёюёо ^ие е5Со1Ьегето8 &ега ехро&Ю па зес^ао ^ееиЫе. 

40 
32 



18 

-10 



0,03 0,06 0,10 0,16 

8.8.1 О Мё1ос1о с1о$ М{п1то5 Оиа(1гас1о$ 

ОЬ8егүето$ т1с1а1теп1е ^ие 8е 1ето8 Гип^бе^ 1аЬе1а(1а8 



X 


XI 


Х2 


Хз 




Хп 






АХ1) 


Ахг) 


Ахз) 




Ах„) 





с1е Гогта ^ие 08 уа1оге8 йа уаг1ауе1 1пс1ереп(1еп1е х^, х^, х„ као зетрге 05 
те8то8, са(1а ита де85а8 Гип^без ройе $ег соп81(1ега(1а сото ит үеЮг де ит 
е^ра^о уеЮпа! (о с1а5 Гип^бех (1еГш1ёа5 по8 роп1о8 х^, х^, — , Лл). Та1 е^ра^о 
ё 18отогГо ао К" (уе^а 5.3.12) е пе1е ё цае 1гаЬаШагето8. 

Үатоз §епега112аг ит роисо а зИиа^ао (1а 1п1го(1и9ао рага ро(1егто8 
и1Ш2аг а 1ш£иа@ет (1а А^веЪга Ыпеаг ё ге8о1үег о ргоЫета. 

5ироп1гато5 ^ие сопКесетоз о азресЮ апа^Шсо <3е (Зиа5 Гип^ое^ $1{х) 
б ^2{х) е цие ^иегетоз "аргох1таг" ита с1ас1а Гип^ао Дх) рог ита 
сотЫпа^ао 1шеаг йе ^^{х) е ^^{хХ^^гоё, ^иегето8 асНаг соейс1еп1е8 е 
1ш дие а Гип^ао 

8е]а ита "Ьоа аргохгта^ао" рага Дх). Рог ехетрЮ, 8е ^[(л;) = 1 е 
82{х) = X, е81агето8 аргох1тап(1о /{х) рог ита Гип^ао айт ${х) = С1 + с^х; 
86 вЛх) = зеп А е ^^(х) = со^х е81агето5 аргох1тап(1о рог 
§{х) = С1 $еп X + С2 со5 X ею. 




геса а $ег 
ргосигас1а 
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Уатоз тХтойит аеога ита по^ао де Шзгапаа еп1ге Гип^без. Рага 
1810, 1етЬгато8 ^ие зе Цуегтов ит рго(1и(о 1п1егпо <,> пит езра^о 
үегопа! ройешоз сопЛгшг иша по^ао ёе ШЛапаа еп1ге (1о15 е1етеп105 
сото а погта йъ ШГегеп^а еп1ге екз. 

(Из^апс^а епие V, е = Ц VI - УгИ = \/<У1 - Уа, ^1 - > 

ВеЙштоз, еШао, о 8е8иш1е рго(1и1о шгегпо (уепй^ие ве геа1шеп1е 
ит) по езра^о үе(ог1а1 с1еПп1(1о по 1п1с1о ёа вес^^^о. 



8.8.2 <Гх.Гг>^Шх) 'ГгМ+ГЛх2)- Г2{хг) + --^Г1Ы'Г2{х„) 

1=1 

Сот геЫ^ао а 1а1 ргоёиЮ 1п1егпо а (1181апс1а епйе диаз Гип^без ё <1а(1а 
ре1а ехрге$5ао 



8.8.3 II/, - ЛН = у £ (/Лхд - Шд? 

ОЬзегүе ^ие а ехргеззао (1еп1го (1о га(11са1 ё еха1атеп1е а зота аоз 
^иаагаёоз (1о8 (1е8ү1о8 дие ех181ет еп1ге /^(л) е ЛСх) ет сааа ропЮ х,- ёа 
1аЪе1а. 

ЬетЬгап(1о дие $е ваЬешоз ^ие а зота (1е сегЮз пшпегоз розтуоз ё 
реяиепа еШао родето5 сопс1шг ^ие сада ит (^еззез пйшегоз ё ре^иепо, 
1егето8 а сЬауе рага дезсоЬпг оз соейс^еШез с, е с^: (1еүето8 са1си1аг а 
Ш81апс1а еШге Дх) е ^х) = с^^Лх) + СгВг^х) а яиа1, еу1(1еп1етеп1е, зега 
Гип^ао С1 е С2, е еп1ао тш1т1га-1а 5е§шпдо 05 ргосе^ИшеШов погша18 ёе 
1Шп1т12а9ао (1е Гипдбе» де уаг1а8 уапаүе18 (соп8и1ге Ье^ЙюШ, Ь., "0 С41си1о 
сош СеотеЫа Апа11е1са". Ы\Х. Нагрег & Кош, 8Р, 1977). 

ае^шпао е81е сапипКо 1егето8 а Шзгапс^а епие Дх) е ^х) (1а(1а рог 




ГКсиСг) =11/- с,^1 - с^Кг\\ = /У (Я^/) " ^!^!^^') " ^^^^(х,-)) 



1 = 1 



АсЬапдо 0 ропЮ (с,, сг) яие гшпЫга 1а1 Гип^ао (18*о ё, асНашов 08 ропЮв 

д^^^соз 0 е 0 егс.) 1егето8 дие 08 уа1оге8 с, е дие 

Гогпесеш а Гип^ао «(х) = с^в^х) + с^Яг^х) ^ие шеШог аргох1та Дх) аеүеш 
^аИвГагег о 8181ета 1шеаг: 
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1] ^1(*|)^|(^|)^ ^ (,? ^^^'''^^'^'''^^ " Е вЛхдАхд 

^ ^2(^С/)^1(Х,) |С1 + / 1^ ^2(Х/)^2(Х,)| С2 = 1] «гМАхд 



/^1 



ои, 1ешЪгапао а аейшдао ао ргоаи(о ш(ето 8.8.2. 



».8.4 Г<^Ь ^1 >С1 + <«1,^2 >С2 = <В1,/ 
1-<Й. ^1 > + <^2,^2 > С2 = <^2,/ 



Сошо сопЬесетоз а ехрге88ао ае В\{х) е (х), 08 уа1оге5 йе Дх) по8 
роп1о8 л;,- аа 1:аЬе1а е 08 ргоаиЮз 1п1:егпо8 80 аерепает ао8 уа1оге8 аах 
£ип9бе8 пе5(е8 роп1о8, роаеток ге5о1үег о 818(еша е оЫег о$ үа1оге8 ае с^ е 
С2. Ё8(е ргосеайпепЮ ё сЬашаао о тИодо с1о5 т(тто& цш1т€к>& рага 
а^ш(е 4е сигуав. 



Ехетр1о: А}тШ ита Гип^ао до (1ро ^х) = а + Ьх ао8 роп(08 йл 



(аЬе1а 



X 


0 


1 


2 


Кх) 


1,1 


0,1 


-3,1 



Тето5 8{х) = 


а - 1 + Ь * х^, ои 8е]а, (х) 


= 1 е ^2(^) = х^ 


ЕШао <УьУ1> = 


1.1+1.1+1.1=3 




<^ьЛ> = 


<Л.^1>=1 -041 . 1^+1 


. 2^ = 5 


<^2,*2> = 


О^. 0^+ 1^ . 1^2^ . 2^= 17 




<^1,/ > = 


1 . 1,1 + 1 . 0,1 + 1 • (-3, 1) = 


-1,9 


<^2./ > = 


О^. 1,1 + 1^. 0,1 + 2^. (-3,1) 


= -12,3 


ОаГ Г За + 5Ь = 


- 1,9 




1 5а + т = 


-12,3 





Ке5о1үепао 1ешо5 д = 1,12 е = - 1,05. РоггапЮ, еШге а$ йш^бе^ до йро 
а + Ьх^ л ^ие шеШог зе а)и81а аок аадов да (аЬе1а ё 0,912 - 0,927х^ 
(Тгасе о8 згаПсоБ.) 

Роаешо5 т1егргегаг шгиШуатеп1е а £6гши1а 8.8.3 (па уегааде а 
агвишепгадао а ве^и^г роде зег аешоп^ггааа гг^оговатепге). 

ОЬхегүе а Пдига 8.8.1 опбе / гергевепга а Гип^ао гаЬеЬда, е ^2 аз 
Й1П9ое8 си^о азресго апаЬисо сопЬесетов е о р1апо гергезепга о зиЬезра^о 
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^егадо рог ^1 е ^з - А Гип^ао ^ = ^1^1 + с^в^ ргосига(1а ё о ропЮ йо р1апо 
^ие екЦ а тепог (11$(алс1а ёе / 



V 




РЦ|ига 8.8.1 



1п1:ш11Уатеп1:е заЬе-зе ^ие Ы роп1о ё о рё ёа регрепд1си1аг ао р1апо 
(181о роёе зег ргоуадо г180Г08атеп4е). Роггап1о о үе1ог / - ^ е регрепсЦсиЬг 
^ £1 ^ 82 (ф1б свХао по р1апо). 1)еүето5 (ег еп1ао 

0 = <81,/-8> = -С1<В1,£1>-С2<81,82> + <В1,/> 
0 = <^2. > = -С1 <82, В1>-С2<82,82>+<82, /> 

цие 83о еха1атеп1е а$ гек^без де 8.8.3. 

То(1а а аг£итеп1а9ао ап(ег1ог ро(1е $ег Гас11теп1е гере(1(1а по са$о с1е 
(егто$ ит пйшего к(к - 1, 2, 3, ...) де ^ип^бев ^/(х) ао с1е арепа5 
(1иа$. Рогта1теп1е: 

8.8.5 5е ^шхегтоз асЬаг соейс^еп^ез с^, с^, сд; 1;а18 цие а Гип^ао 
^х) = с^^Л^) + С2^2(^) + — + Ск8к(х) е а^ие1а цие теШог аргохгша ита 
^ип^ао 1аЬе1а(1а Дх) по 8епи(1о йо тё{о(1о ^ох тштоз диаФас^оз, 1ш 
соейс1еп(е8 $а(18£а2ет о 8181ета Ипваг 

" йцС1 + апсг + ... + а^кСк - 

т ■ 

^ акхСг + ак2С2 + ■■• + «аКл - 



опае а// = < 8и 8} > 
Ь/ = <8иГ > 
е <, > ё о рго(1и(о 1п(егпо даёо рог 8.8.2. 



Рк^ойШо 1п1егпо 245 



8.8.6 Ехвтр1о8 

Ехетр1о 1: Уашоз ге8о1үег о ргоЫета (1о шюо ёа ^есдао. Ме88е 
ргоЫета а соггеп1е / Гаг о раре! йе х, к - I е $1(1) - и ^^пйо о гевиИаёо 
де 8.8.5, Л (1еуе заИзГагег 

< К^1> = Я<еи81> 

Сото < ^1 > = (0,03)^ + (0,06)^ + (0,10)^ + (0,16)^ = 0,0401 

<У,81 > = 10 . 0,03 + 18 . 0,06 + 32 • 0,10 + 40 • 0,16 = 10,98 
10 98 

Рог(ап1о К = 0^^= 273,81 оЬтз 

ЕхетрЬ 2: 8аЪеп(1о дие а рориЫ^ао (1е ита сег(а 1оса11{1а{1е үаг1ои 
сош 0 (ешро 8е£ип(1о а (аЬе1а 



Апо 


1940 


1950 


1960 


1970 


Рори1а9ао X 10* 


1,0 


1,5 


1,8 


2,0 



аргох1тап(1о 08 роп1о8 (1а 1аЬе1а рог ита Гип^ао (1о йро {( = 1етро) 

^г) = д + + сг^ , 
^иа1 $ега а рорик^ао еш 1990? 

N0 соШехЮ (1е 8.8.5 1егето8 Л = 3, ^,(0 = 1, ^^(0 = ^ 8э{0 = ■ 
А1ёт ё1$$о, рага 08 пйтегоз зе 1огпагет шепогез, 1(ЗепйГ1сагето5 ? = 4 сот 
1940, { = 5 сот 1950 е1с. Оезза Гогта 1990 зега гергезеп1;ас1о сош Г = 9. 

ЕШао; <81, 81 >а + < 81, 82 > Ь + < 81, 8з >с = < 8и / > 
<82, 81 >а + <82> 82>Ь + < 8г, 8ъ >с ^ <82> /> 
<8з. 81 >а + <8з, 81>Ь + < 8г, 8з >с ^ <8з, /> 

оп(1е 

< 8и81> = 4, <8и82>= <«г,8х > = 22, <Л,Л> = 126, 

< *1.8з> = < ^з,^1>= 126,<^2,^з> = <^з,Л>=748, 

< 8з,8ъ > = 4578, <^,,/> = 6,3, <^2,/> = 36,3,<^з,/> = 216,3 

8иЬ8Шшп(1о е ге8о1үепёо о 3151ета 1ето8 а = -2,415, Ь ^ 1,155 е 

с = -0,075. А851т ^г) = -2,415 + 1,155г- 0,075г^ е а рорЫа^ао ргеү181а 

рага 1990 зега с^аёа рог ^9) = 1,905, ои зе^а, 1,905 • 10* = 19050 реззоаз. 

ита уе2 еп^епсИёо о ропЮ йе уЫХг 1ёсшсо, үато8 (1иси11г а сопйаЫ- 
Ийаёе (1о8 гезииаёоз оЬ 11(108. Ет рагИсЫаг, уосё сопйа по ге8ика(1о (1о 
йШто ехетр1о? Рог ^ие М ргор081а ита Гип^ао (1о иро 8(0 = а + Ы + 
рага аргох1таг а (:аЬе1а е п1о ои(га? А ге8ро5(а а е81а диевШо ё (1а(1а по 
Кет (н) (118сиг1(1о по 1П1с1о ёа «ес^ао, 181о ё, (1еуето8 1ег а1§ита Гип(1а- 
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тепГа^ао (ебпса зоЬге о Гепотепо цие ехеатох езШдапйо (по сазо Шпат^са 
рори1ас1опа1) рага еп1ао ргорог о С1ро <1е Гип^ао. Ка үегдайе а Гип^ао 
диаёгйИса ргор081а по ехетр1о пао ваИвГаг а е51е гедшзИо; е1а Ш ргор081а 
арепаз рага ехегс11аг а 1ёсп1са. ^т 11 ро (1е Гипдао ^ие йевсгеүе иш роисо 
теШог а Шпат^са рори1ас1опа1, ареааг ёе пао 1еуаг ет сопга ита &ёг1е 
Га^огев, 6 = аег^, сот а е Ь & зегет (1е1егт1па<1о8. Уатов геГагег о 
ргоЫета пе81а поүа сопШ^ас, 1етЬгап(1о-по5 ^ие, поз ргоЫетаз (1е ргешао, 
а пао сопГшЬШёаде ^0$ ге8и1(аёо8 пао ё деү1(1а а Ма(ета(1са, та$ 81т а 
диет ргорд$ о то(1е1о 1е6г1со. 

Ехетр1о 3: N0 ехетр1о аШепог, ргеүег а рорЫа^ао аргох^тапйо 08 
роп(о8 (1а (аЬе1а, щШгапс^о ита Гип^Зо (1о Иро 

^о1ато8 ^ие па Гогта сото Ш аргезепЫо о ргоЫета пао 
ройегетоз изаг с11ге!атеп1е 8.8.5, р01$ а 1"ип$ао ргоровга рага аргох1таг 
пао ё шт сотЫтдао Ипеаг ёе Гипдбез сопЬес1(1а8. Үатов со1ос4-1а пои1га 
Гогта. игШ2ап(1о о 81тЬо1о = рага "аргох1та(1атеп1е'*, оЬ8егуато8 ^ие о 
ргоЫета ог1^па1 ё асЬаг а е Ь (а1$ ^ие 

Ар11сапс1о о 1о8аг11то перег1апо а атЬо8 о& тетЬгоз, 1ето8 

Р{г) =1пД0 ^Хпа Ы 
СЬатап(1о = 1па, = 6, = 1 е ^^(0 = *ето8 

Ыо ё, 0 ргоЫета йса по соШехго де 8.8.5 8е аргох1гаагто8 пао а 1аЬе1а 
011^а1, та8 а иЬе1а тоё1Пса(1а. 





г = 4 


г = 5 


1 = 6 


Г=7 


Апо 


1940 


1950 


1960 


1970 




0,0 


0,405 


0,588 


0,693 



А881т < ^1, ^1 > = 4, < ^1, ^2 > = < Вг, > = 22, < ^а, ^2 > = 126 

<^1, > = 1,686,<г2. Р>= 10,404 
Тето8 еп(Зо о 818(ета 

Г 4с, + 22С2 « 1,686 
]_22с, + 126^2 = 10,404 

дие гезоЫдо ^огпесе ^ 0,226, = -0,822. Ооп(1е л = е*^» = 0,439 е 

6 = С2 = 0,226. А88т1^(0 = 0,439е°'2^' ^ ^д) = 3 355. д рорШа^ао ргеи8(а 

8ега (1е сегса йе 3,356 • Ю'^ = 33 560ре$8оа8. 
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Сотраге ез^е гезиКайо сот о (1о Ехетр1о ап(ег1ог. ^иа! йеЫ уосё 
асЬа теШог? Рог ^иё? 

Ет 8ега1 зетрге яие (ето8 ита ргоро8(а рага аргох1тагто8 ита 1аЬе1а 
рог ита Гип^ао п1о 11пеаг Гатето^ сег(а8 то^Ийса^оев рага оЬ(ег ита 
зКиа^ао Ипеаг, е еп(ао ихатоз 8.8.5. 

ита ра1ауга Г1па1 (1еүе зег сот гек^ао а потепс1а(ига. Оз е8(а(18(1со8 
ао и(Ш2агет о тё(о<1о доз шГгатоз диадгаёоз сЬатат.по де апаШе с1е ге^гешо. 
А551т, Гагег гере^шо Ипеаг, ^шОгаггса ои ехропепсШ! 818пШса аргох1таг 08 
(1а(1о8 (1е ита (аЬе1а рог ита Гип^Зо ёо (!рол + Ьх, а + Ъх + сх^ ои а • гев- 
рес(1уатеп(е, и(Ш2ап(1о о тё(о(1о (1о8 тттов ^иадгаёоз (8.8.5). 

8.9 ЕХЕНСГСЮЗ 

1. Сотргоуе ^ие аз Гип$бе8 (^ейшёаз по8 ехетр1о8 ао рагйвгаГо 8.1 8£Го рго- 
(1и(08 т(егпо8. 

2. 8е]а К = . 5е^ат V, = {х^Уү) е \г = {х^, УгУ 8е/(у1, = 

= 2x^x2 + х,^^ + Х2У1 + У\У2, то8(ге ^ие / ё ит рго(1и(о т(егпо. 

3. Мо8(ге а (1е81биа1(1а(1е (папеЫаг. (Үе^а 8.3.2 - IV) (8и8е8(ао: Цу + и/|р = 
= <ү + и/, V + и') ; де8еп¥01уа е изе а ае81виа1(1а(1е де 8сЬ*аг2 - 

8.3.2 - ш). 

4. 8е]а & = {(1, 2), (2, 1)}. Сзе о ргосе88о (1е Сгат-8сЬт1(1( рага асЬаг ита 
Ьа8е ог(опогта1 /3' ет геи^а^о ао рго(1и(о 1п(егпо и8иа1. 

5. 8е]а /3 = {(1, 1, 0), (1, 0, 1), (0, 2, 0)}. АсЬе ита Ьа8е ог(опогта1 /?' йе 
К^, ега ао рго(1и(о 1п(егпо и8иа1. 

6. 8е]а /3 = {(-1, 1), (1, 1)}. АсЬе ита Ьазе ог(опогта1 /5' <1е К^, ет ге1адао 
ао рго(1и(о ш(егпо ёеПп1ёо по Ехегс1С10 2. 

7. Ое1е1т1пе шпа Ьазе оЛопогта] (ет ге^а^ао ао рго(1и(о т(егао сап5п1со) 
рага о 8евит(е ^иЬе^ра^о (1е К^ : 

V ^ {{х,у,2)&К^, х-у+2^0] 

8. 8еЗа ^!' С о зиЬевра^о §егаёо рог (1, 0, 1) е (1, 1, 0). 

а) СоткМеге И'-^ ет ге^а^ао ао рго(1и(о т(егпо сапбшсо. Епсоп(ге ита 
Ъа8е рага 

Ь) А тевта рег^ип^а ап(ег1ог «е ё соп81(1ега(1о ет ге^а^ао ао рго(1и(о 
1п(егпо <{х,у,2), {х,у',г) > = 2х * х + у * у + г • 2 . 
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9. Зда Г: -> блАл рог Т{х,у, 2) = (2,х -у,-2)е = кег Т. 
а) ЕпсоШге ита Ьазе оЛопогта! рага И/^-(ет ге^адао ао ргоёиЮ шито 

сапбшсоде К ). 
Ь) 0 шезто ет ге1а9ао ао ргойиЮ тгето 

<(х, у, г), {X, У, г) > = 2х . л' + .У + 4г . г 

10. Сопябеге о виЬезра^о IV йе ^пйо рог = (1, 0, 0), ' (0, 1,^1) е 

= (1, - 1, - 1). 8еп(1о <, > о ргодиЮ 1п1ето сапбшсо (с) АсЬе IV ; 
(Ь) Ех1Ьа иша иапзГогша^ао Ипеаг Т: К^-^К^ Ы ^ие 1т(Т) = е 

11. СопвШеге ет о ргойиЮ 1п1ето 

<(Х,>', Г), {Х',у', 1')>^Х*Х' +5У'У' +22*2' 

а) ҮегШ^ие зе геа1теп1е ё ит ргоёиЮ т1ешо. 
Ь) А раШг аа Ьаве {(1. 0, 0), (0, 1, 0), (0. 0, 1)} асЬе ита Ьаве огЮ- 
погта!. 

12. 8е]а ?г о евра^о йав Гип^без ро1шот1а18 геа18 де ^гаи тепог ои 18иа1 а 
(1018. ОеГшш108 еш 



Соп81(1еге о виЬевра^о де «егайо ре1о8 үеЮгев р(г) = 1 е <?(Г) = 1 - 

Д) </, ^> 6 ит ргодиЮ 1п1егпо? 

Ь) 8е а гезрозга (1е (д) Гог айгшаИүа ае1егт1пе иша Ьахе огЮвопа! рага М/. 

13. 8е]а К = е 5 - {(1, 0, 1), (1, 1, 0), (2, 1, 1)}. 
а) Епсопие 5*''. 

Ь) Епсопие ита Ьа5е огЮвопа! рага 5 е 5 . 

с) 8е 5 Го88е [(1, 0, 1), (1. 1, 0). (2, 1,1)], ^иа! 8ег1а 5^? Ке81е са8о. еп- 
сопие шпа Ьаке огЮкопа! рага 5 е 5 . 



14. 5е]а А = [Лу1„хл "^**"^ диаагада. ВеГшшюз о гга^о ёе А, 7г(А), 
л 

рог аң 



/=1 



а) Са1си1е Тг 



2 -1 



Ь) Тг(А . В) = Гг(В . А)? Тг(\) = (Тг(Х-'))-"> 

с) Гг(А) = Гг(АО? е) Гг(А . В) Гг(А) . Гг(В)? 
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15. 5е)ат А е В шаггхгех (1е Л/(2, 2). ОеГше-зе 

< А, В > = ҖЪ^ . А) 
а) ҮеггЯ^ие ^ие < А, В > ё иш ргоёиЮ шгегпо. 
Ь) Ех1Ъа иша Ьазе огЮпогша! зезипао ез^е ргойиЮ ш^егпо, а рагИг ёа 

0 1 ) ' ( 0 о) ' (1 ?) ' и \ 



Ъа$е 



16. Уш согро ё (1е51оса(1о еш ИпЬа ге1а йо ропЮ (-1, 3) а1ё о ропЮ (5, 2) 
рог ита Гог^а соп5*апге Р= (3, 2). Оиа1 ё о ТгаЬаШо геаИгадо? 

17. Ро(1ето5 йеГши иша "(11$1апс1а" еШге (1о18 ропЮз Р = (^с^ , ) е 0 = 
= (^2, Д^з) р1апо рог с?(Р, 0) = 1^2 - х, I + \у2 ~ у1 1 (үе^а а Р^еига 
8.9.1). ҮегШдие зе а арИса^ао с1а(1а рог 

<{х1,уг\(х2,У1)> = £1{?> 0) 
(1еПле ит ргоёи1о !п(егпо по р1апо. 



Р1дига а9.1 



\уг-У1 ' 



I Х2 -XI ( 



{ = <^ 



18. ита раг1Гси1а регсогге а (га^еЮпа ОАВО оп(1е О, А е В 8ао 08 ропЮ$ 

(0, 0, 0), (1, 1, 0) е (0, 1, 1) ге8рес11Үатеп4е (а ип1(1а<1е де сошрптепЮ ё 
о те4го) сош уе1осШаде соп81ап1е де 1 т/вев- 8е ит сатро е1ё*псо тс1иг 
иша Гог^а па раг(1си1а (1а(1а рог 

(1,1,1) 8е 0 < Г < 1 

(1, 1,-1) 5е 1 < Г < 2 

(1, -1, 1) хе 2 < / < 3 

(-1, 1,1) 86 3 < / < 4 

(-1, -1, -1) 8е (>4 

са1си1е о иаЬаШо геаИгаёо рага регсоггег е81а (га]е(бпа ита үег. 

19. Еш ге1а(ао ао ргоёиЮ ш1ешо йо Ехетр1о йе 83.2 са1си1е х <Хе тойо ^ие 
о ап£и1о еп1ге I, л ^ л I ^етйа шпа шеё1(1а йе 90°. 
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*20. Оиаз резвоаз, А е В, Гагет а 8е8иш1е аров^а. А ]0^л ита тоейа дХё ^ие 
араге^а сага. 8е е1а осоггег па рпте1ха ^оеада, В раеага 1 йсЬа; зе пао 
арахесег сага па р11те1га е шп па ве^ипёа }0^6з. В равага 2 йсЬав; ке 
осоггег сага ре1а ргипе^га үег по 1егсе1го 1апсе, В раёага 4 йсЪаз. еЮ. Ет 
8рга1, 5е о8 рптеиов п \аасе% Гогет согоах е о (л + 1)-ёято 1апсе Гог^ 
сага, В ра^ага 2п Г1сЬа&, опде п < 5, «иропйо-зе ^ие 5 зда о Нтйе пм- 
хйпо де 1апсе8. 8е Юйов 08 сшсо 1апсе5 Гогет союа, В ра&х^ 50 йсЬаз- 
Ап1е8 ае соте^аг, А раеа а В 5 йсЬаз. ^иет 1еуага Үап1а8ет пеЯе ^оео. 
ОиапЮ А с1еуег1а раваг а В по шГсю (1о р$о рага готйо ^ияЮ? 

*21. Оег рагез йе оЬ^егүа^без Гогат ГеИаз даа ¥агшүе18 Л' е У, ге^иИапйо по 
^гайсо аЬа1хо. 



70 
60 
50 

40 
30 
20 
10 



Р|дига а9.2 



1 2 3 4 5 6 

а) Оиа! ё а соггеи^ао еШге аз биах үагиүек? _ 
Ь) & ак ишдайев Ло йхо-х Гокет 10, 20 егс. ^иа! зепа а согге1а?ао? 
*22. А 1аЬе1а зееиЫе Ивга о пйтего де аадеШез ет үе1си1о8 тогог^гадох па 
Сгапае 8ао Раи1о ет а^еипз апоз епгге 1960 е 1978. 



Апо 


ТоЫ йе ас1депге5 


Ас1(1еп1е5 рог 10 000 ¥е1си1о8 


1960 


16 600 


1988 


1965 


19 800 


1587 


1970 


20 800 


1429 


1975 


26400 


1693 


1976 


27 200 


1718 


1977 


27 400 


1697 


1978 


29 200 


1746 
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а) Сошри1;е а ге^е$8ао Ипеаг ёе ас1{1еп*е8 по (етро. Ове-а рага ргеүег о 
пйтего йе ас1ёе|Ие8 ет 1980 !51о гесеЬе о поте йе атИхе йе хёпе 
1етрога1 (1.е. гергезхао по 1етро рага рг08пб811со ГиШго). 

Ь) Сотри(е а ге^гек^ао циас1га(1са (1о пйшего йе ас1(1еп(е5 рог 10 000 \е\- 
си1о8 по 1етро. Ове е51а поуа ге£ге58ао рага рго£ПО$исаг о пйшего с1е 
ас1(1еп(е5 ет 1980. 

с) Сотраге е$1е8 ге$иКас1о5. Ет ^иа! уосё е$1а ргорепзо а асге^ИОг е 
рог ^иё? 

8ще^{ао\ иШ^ге о8 ге8ц1(а6о$ йе 8.8. 



*23. 0$ да(1о8 аЬа1хо герге$еп(ат а ргоди^ао Ае $о|а ёигап(е үаг105 апо$ еш 

шп {1е1егт1па(1о 1;еггепо. 



Апо 


Рго(1и9ао (4опе1а(1а8) 




1969 


96,2 




1970 


92,0 




1971 


90,1 




1972 


89,0 




1973 


86,8 




1974 


82,6 





иИИгап^о 8еи5 соп11ес1теп(о8 (е6г1со8, ехрег1тепи15 е Ьот $еп50, ^а^а 
ита ртеү^^ао с1а ргоЛи^ао ет 1980. 

8ироп(1о-5е цие а ргоёи^ао ё есопот1сатеп1е 1пү1ауе1 5е Гог 1пГепог а 66,0 
1опе1ада8 апиа15, а рагИг Ае (\\хе апо (1еүегето8 ти(1аг а е5рес1е р1ап(айа? 
Ра^а ита сгГ11са (1а 5иа ргоро51а. 

8и^€$шо: иИИте о$ ге$и1(айо$ с1е 8.8. 



8.9.1 Не$ро5(а$ 

6. {(-1, 1), (0, 1)} 

10. л) ё ГоппаЛо ре1о8 үе1оге8 ог1:о80па18 а 1одо8 08 уе1оге8 с1е Рага 

заЬег зе ит уеЮг ез^а ет Й'^ ё 8иЯс1еп1е, рогёт, ^ие е1е 8е^а ог1о80па1 
ао5 үе1оге5 йе ита Ьа8е (]е (рог ^иё?). АсЬато5 еп(ао ита Ьа5е йе 
IV, оЪ1епёо: 

й/= [(1.0,0), (0,1.1)] 
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РоПапЮ Н'^ = у,г)\< (х, ^^, г), (1 , 0, 0) > = 0 е < (х, у, г), 
(0,1,1)> = 0} 

Ма5 <(д:,>', г), (1,0,0) > = х = 0 

<(х,у,2),{0, 1,1)> ^ у+2 = 0 

А581т ~ {х, у, г) \ X = 0 е у = -г] 
= {(0, -г, г), 2 е К) 
= (2.(0,-1,1), гек} 
= [(0,-1,1)] 

Ь) Рага цие кег(Т) = йеуетоз 1ег Г(0, -1, 1) = (0, 0, 0). Рог оигго 
Ыо рага ^ие 1т (Г) = IV саёа ит с1о5 уеЮгез (1, 0, 0) е (0, 1, 1) (1еуе 
5ег 1та8ет. ОЬзегуапёо цие {(0, -1, 1), (1, 0, 0), (0, 1, 1)} Гогтат 
ита Ьазе ёе (рог ^иё?) е ^ие ита 1:гап$£огта9?о Ипеаг Пса (1е1егт1- 
пада ре1о о цие в1е Гаг пиша Ьа$е, родето$ езсоШег Т Ы цие 

Г(0,-1,1) = (0,0,0),Г(1,0,0) = (1, 0, 0) е Г(0, 1, 1) = (0,1,1) 

А зе^шг асЬатоз а ехрге$$£о (1е Т(х, у, г). 

13. а) 5^ = [(-1, 1, I)] 
Ь) 8 пао ё 5иЬе$ра90 

с)8= 1(1. 0, 1), 0, 2, -1)] е 5^- = ((-1, 1, 1)] 



14. а) 7 


Ь) 


с) $1т 


и) пао 


е) пао 


15. 


1 


0 




1 


2 




0 0 




1 1 




п 


















0 


1 

_ 




0 


1 




1 0 







16. Г= 16 

18. Г=10-7>/2 

19. = -15 

20. В 1еүа үал1а§ет. 3,69 &сЬа5. 

21. 0,82 



Ье11ига$ $идег1(]а$ е Ве1егёпс1а$ 

'НоГГтап, К. е Кипгс, К.\ А1^еЬга Шеаг, ЕЛ\1о1л Ро1180по, 8ао Раи1о, 1971. 
^Кстспу, 1., 5пе11. }. е ТНотр5оп, С; ШгЫисЫоп Ю ПпНе МагНетаНсу, РгепИсе На11, 

1:п81е*оо{1 СИГГх, 1957. 
^Те1га; А1«еЬга ипеа1, На|1а, Мёх1С0. О.Р.1976. 

*Ш1Ьо1<1, Е.; О СаШо сот Сеотетпа АпаШка, НАКВКА, 8ао Раи1о, 1977. 



Т1Р05 Е$РЕС1А1$ ОЕ 
ОРЕКА0ОКЕ5 11ЫЕАКЕ8 



9.1 (^ткооидАо 

^еле сарГ1и1о үатоз еяшс^аг (1о18 !1ро5 е5рес1а1$ (1е орега(1оге8. Та18 орега(1о- 

ге8 5ао 1трог1ап1е8, пао арепах ре1а5 ргорп'е(1а(1е8 1п1еге85ап1е8 цие е1е8 ро88и- 
ет, та5 ГатЬёт рог зегет 08 цие та18 арагесет ет арИса^бев ргаИсаз е, 
а$51т 8еп(1о, тегесет ит е81и(1о ит роисо та18 арига(1о. 08 орега(1оге8 аию- 
-афип(05 арагесет па1ига1теп1е ет ргоЫета8 цие епуо1үат 81те1г1а е ет 
оииаз 81Ша9ое$ сото еш Месап1са ОиапПса, опс1е е81ао погта1теп1е а850с1а- 
(1о8 а соп81с1ега9ое8 зоЬге епег§1а с1о 5181:ета. Ои^го ^ро (1е орега(1оге5, оз ог- 
{о§опа15, арагесет па П1пат1са (1е Согроз КГеШов, и§а(1о5 а ргоЫетах йе го- 
13930 е 1:гап$1а9ао. N0 СарГеи1о 10 үосё у/етй о иво (1е88е$ орегаёоге8 по е8Ш- 
{1о де с6п1са8 е циа(1г1са5. 

1п1С1ато5 о е5Ш(1о (1е85е8 орега(1оге5 Гагепйо а1§ита8 оЬзегуа^оез. 

А рг1те1га (1е1а8 сИг ^ие, ао {гаЬа1Ьагто$ сот Ьазе ог1опогта1, о ргос1и- 
го 1п1егпо ро(1егй зег ехрге580 пита Гогта сап6п1са (1еогета 9.1.1). А8 
оиггаз уег8агао зоЬге ргорг1е(1ас1е5 йе ссПо$ йро8 е8рес1а18 йе та1;г12е8 цие 
сагас(ег1гагао о8 орега(1оге5 а 5егет е8Ш(1а(1о8. 
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9.1.1 Теогвта: Зе^ат V ит ехрадо үеюпа! геа1 сот ргодиШ Ыегпо 
( , ) е а = {и, и„} Ьахе огюпогта! ёе V. Ешао, $е V е V зао үеюгез йе 

V сот 





^1 " 




У1 






е М„ = 


>. 


(V, = 




1 + Х2У2 + 


... + 



{ето$ 



Ет оиггаз ра1аүга&, ао {гаЬаШагтоз сот ита Ьазе оПопогта!, рага еГе- 
шаг 0 ргойию ^тегпо йе с1о15 уеюгех Ьа81а тиШрНсаг аз соогйепайаз соггез- 
роп(1еп1е5 е зотаг. 



РГ(Ш\ 



V = Х,и1 + Х-хМ'! + 



2 "2 



+ л„и« 



е V = 71^1 + Уг^^г + - + Уп^п- 

<и, = <А-1и, + ... + х„и„, у^щ + + Уп^п> 

= <х,и1 + ... + х„и„, ^'^и!^ + (х^и, + ... + х„и„, у^^г) + 
+ ... + <Х1и1 + ... + х„и„, у„и„) 

= £ Х1У, {щ, Щ) + ^ х^уг (Щ, иг) + ... + Ү^х^у» <Щ,и„) 
1=1 1=1 '=1 



п п 



Ма5 сото <и„ и/> = Г ^ / = / , 
08 йп1С08 1егто8 пао пи1о8 йо адие1е5 опбе » = /. Ьо$о, 
<и, V) = Х1У1 + Х2У2 + •• + х„у„. 
А зези^г 1тго(1и21гето5 а8 таШгев ^ие ехигао а550с1ааа8 ао8 орегас1оге5 а 
зегет езгийаЛоз. 




9.1.2 Ов*т1р§о: $е}а А ита та1г12 л х « геа1 е Л' зиа 1гап8ро5и. 

а) 8е Л ^ А' (Игето^ яие А ё ита таи^х зтётса. 

б) Зе А - А' = А' . А = 1 (ои зе^а, а шуегва Ле А ё А'), (Игетоз яие А 
ё ита та1г12 оПо^опа!. 

N0 Сар1Чи1о 1 ^а Ү1то8 ехетр1о5 (1е та1г12е8 51тё1г1са5. ОиаШо а ке- 
еипда йеШ^йо, а5 та^пге^ огЮвопак (1е1егттат ит 8иЬсоп]ипЮ йав та1г1- 
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265 1пуег5Гүе15. ЕГе11уашеп1е а геЫ^ао еп1ге таШге^ $1тё(пса$, түег5Гуе18 е 
огЮ^опа1$ ё 1п(11са(1а ре1а П^ига аЬа^хо. 




М : та(г12е5 
М : та1п2е5 1ПҮег51Үе15 
МО: та1п2е5 огЮёопа15 
М^: та(п2е5 81тё(г1са5 



Р1дига 9.1.1. 



Сото ехетр1о$ де та(пге$ ог(0£опа1$ (ето$: 



Ехетр1о: 



С08 Ө 

5еп Ө 



-зеп Ө 

С08 Ө 



008 61 

зеп Ө 
0 



-зеп Ө 0 
С08 д 0 
0 1 



Рага уегШсаг 18Ю Ьа81а тиШрИсат са(1а ита ре1а зиа 1гап8ро$(а оЬ*еп(!о 
а5$1т а та1П2 ШепИёаёе. Са1си1алдо (ето$, по рптегго са$о: 

со$ Ө -$еп в 1 Г С05 0 8еп 0 
8еп Ө сов о] |_-$еп Ө со$ Ө 

_ Гсо8^ 0 + 5еп^ Ө 0 
" |_ 0 8епМ + со$2 Ө 

ОЬ$егүе ^ие а (гап^Гогтадао а$$ос1а(1а а рг1те1га та(г12 ё ита гоО^ао. (Үе^а 
5.2.4.) 

Соп$1дегето$ а^ога 1гё8 ргорг1е(1а(1е8 да5 та(г12е$ огЮ8опа1$, 
9.1.3 Теогета: 5е]а А ита та1г12 огЮеопа!. ЕШао ае1А = ±1. 

Ргога: Сото А ё огЮ80па1, А • А' =1. 

Еп1ао ае1(А • А') = йеП е ((1е1 А) (дегА') = 1 

Маз ёе1 А = (1е1 А'. 

А$81т (де1 А)^ = 1, ои 5е]а, йе1 А = ±1- 




1 0 
0 1 
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9.1.4 Теогета: ^та таШг ё ог1о^от1 ке е $отел1е хе а8 соЫпав 
(ои 35 1шЬа5) 5ао уеюгев огТопогтшх. 
Ргоуа: 8е^а 



А = 



^21 (^22 



^2П 



\а рг1те1га раПе йй ргоуа ^иегетох то51гаг ^ие ве А ё огШёопа! 151о 1т- 
рИса ^ие 



5ао оггопогта18 (о тезто уа1е рага а8 1тКа&). Рага 1&1о, Га9ато& о ргоёиЮ 
йе А ре1а 5иа 1гап5ро81а. 



А' . А = 



'"1 



0?, + ... + а1 



*Я1 



Чп 



2 2 

ОщОц + ... апп<^п\ - + ■ + ^«и ^ |о 0 ... 1 

ро15 А'А = I. 

ОЬзегүатоз яие а?, + ... +0^1 = ^аз 1$1о яиег а1/ег ^ие 



1 0 ... 0 
0 1 ... 0 



ё ипКагю. 



Оа те5та Гогта, регсоггепдо а а^аеопа! рг1пс1ра1, уетоз цие сада үеЮг-со- 
1ипа (1а та1пг А ё ипЛаг^о. О цие епсоШгатов за^пйо (1е81а Лаёопа!? . О 
Ыетепго па ров^^ао /, / ({ф/) ё ацОг/ + ... + й„,-а„у е зеи ¥а1ог аеуе мг гего. 



ё пи1о, ои 5е]а, 05 





^\1 




«1/ 


Ма5 1510 <Иг яие о ргоёиЮ 1п1егпо ёе 


_ 


рог 
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үеЮгез-соЫпа 5ао (1о15 а до15 огЮЁОпа15 ^иап(1о I Ф /. 

Е51а 1егт1па(1а, еп1ао а рг1те(га раг1е (1а ргоуа. А\пйа Гака ргоуаг цие 
56 08 уеЮге5-со1ипа (ИпЬа) де ита та1г1г Гогет огЮпогта15, а та1г12 5ега 
огЮйопа!. Үато5 ёе1хаг е5!а ргоүа рага уосё, ^а цие е1а ё арепа5 ита ас1ар1а- 
9ао с1а ргоүа (1ас1а ас1ша. (Үе]а о Ехегс!'с1о 4 6а ^ес^ао 9.4.) 

Арге5еп1агето5 а^ога ита вИиа^ао оп(1е а5 та1г12е5 огЮ80па15 осоггет 
па(ига1теп(е. 

ЕхетрЬ: 5е]а V = е а = {(1, 0), (0, 1)} е /3 = {(со5 Ө, -зеп 0), 
(5еп Ө, С05 Ө)} Ьавез огЮпогша1$. Са1си1ето$ а та(п2 йе тийят^ де Ьа$е 

[Л^ С^е^а 4.7.). Сото |3 ё шпа Ъаве ог(опо1та1, ройетов елсоп(гат ав соог- 

(1епа(1а5 ёо5 е1етеп(о$ ёа Ьазе а еш гек^ао а Р рог тею до$ соеГ1С1еп(е$ де 
Роипег. 

/1 лч ^(Ь 0), (С05 0, -5еП 0)) / а ач л. 

0)= 77 5"^ — а\ г — а — ачг(С08 Ө, -8611 Ө) + 

<(со8 Ө, -8еп Ө), (со8 -зеп 0)) ^ 

^ <(1, 0) (5еп С08 Ө)) , . 

^-^ — ^ — — (зеп Ө, С05 Ө) = 



<(5еп 0, С05 0), (зеп 0, со5 Ө)) 

= С05 0 (С05 Ө, -5еП 0) + 8СП 0 (ЗСП 0, С08 0) 

Апа1о§атеп1е, 

(0, 1) = -5еП Ө (С05 Ө, -5СП Ө) + С05 Ө (5еп 0, С05 Ө) 

А551т 



С05 Ө -560 0 

8еп Ө С05 Ө 



0Ь5егуе цие е51а та(г12 ё ог(080па1 (уе^а о Ехетр1о йе 9.1.2). Та1 ге8и11а(1о 
үа1е ет %еЫ. 



9.1.5 Теогета: 8е К ё иш езра^о ¥е(ог1а1 сот ргоёи(о 1п(егпо е а е Р 
8ао Ьахех ог(опогта15 де V, еп(ао а та(г12 (1е шидап^а йе Ьаве [/]^ ё ита 

та1г12 ог!оёОпа1. 

РГоуа: Зе^ат о = {у,, ү„} е ^ = {*, , у/„} е 



^^11 



В1ЬМо1вса йе 
С1ёпс1« 4 ТеспоюЫй 
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Сото /3 ё Ьа&е, ех18гет пйтегоз й,у га15 ^ие 

VI = ац^г + ... + Й„1\¥„ 



у„ = ащУ^х + ... + а„„У/п 

Маз а е оПопогта! е рог 1580 сада V,- ё ипИапо. Ыо ё, 1 = (V/, V/). А1ёт 
с!155о, /3 ё огЮпогта! е а881т родето8 епсоп1гаг (ү/, V/) тиИ^рИсапйо аз соог- 
с1епааа8. {Үе^а 9.1.1.) Рог^апЮ 1 = а]/ + ... + о^,-. Ет оиИав ра1а¥га5, сас1а 
үе1ог-со1ипа (1е [1]^ ё ип11аг10. Мо81гагето5 а^ога яие е81е5 үе1оге8 аао огЮ- 
§опа18 е роПапЮ [/1^ ё ог1;оеопа1. (Үе^а 9.1.4.) 

Сото V/ е ¥у 8ао ог10ёопа15 яиапйо I Ф/,0 = <у,-, у,> = д^/й!/ + ... +<'ш^п/' 











ои 5е]а, 




е 













8ао ог1оеопа18 яетрге цие I Ф 
А551т а аПгта^ао де яие [1]^ ё ог1о80па1 ё уегёаае1га. 
ОЪ5егуато5, епгао, яие пе81а вИиа^ао 

ои 5е]а, ((/]^)' = ' « ^1"^^ та18 

15ГО Гас1И1а о ргосе880 ^еёигдо рага 8е епсоШгаг [1]^ сопЬесепёо [1]^ 
опйе е ^ 530 Ьазех огШпогта18. [/]^ ё пайа та18 ^ие а 1гап8ро81а с1е [1]^. 

Е81ато8 а^ога ет сопсИ^бе^ (1е 1п1го{1и21г 08 сопсеИов йе орегадог ог1оеопа1 
е аи(о-а(1]ип1о. 



9.2 0РЕКА00КЕ8 АиТО-АОииМТОЗ Е 0КТ0С0^А18 

А^ога с1еПп1гето5 08 орегаёогек а850с1адо5 ах та!г12е$ е5Шдас1а8 ет 9.1, езГа- 
Ье1есегето8 геЬ^бев еШге ез^ез е о рго(1и1о ш1егпо е де8СоЬг1гето8 а8 раП!- 
си1аг1(1ас1е8 де 5еи8 аи1оуа1оге5. Ью по8 регтШга сНедаг а 1трог1ап1е8 гези!- 
1а(1о8 8оЬге сИаёопаНга^ао па рг6х1та вес^ао. 

9.2.1 ОеЛп1рао: 5е]а V ит е^радо уе1ог1а1 сот рго(1и1о 1П1егпо, о; ита 
Ьа5е ог1;опогта1 е Г : К К ит орегадог Ипеаг. ЕпШо 
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а) Г ё сЬата(1о ит орега<1ог ашо-афипЮ зе [Г]^ ё ита та1г12 51тё- 

(г1са. 

Ь) Т ё сЬата(1о ит орега(1ог огЩот1 зе [Г]^ ё ита та1г12 ог4080па1. 

Оз орегаёоге$ аиШ-аё]ип1о8 (ои ог1о80па18) е81ао Ьет деГшМо^ по ^епИ- 
с1о ёе цие о Ыо с1е ит орега(1ог 5ег аи1о-а(1]ип1:о (ои ог1о80па1) пао (1ереп(1е 
(1а Ьазе ог1опогта1 е5со1Ы(1а, 181о ё, 8е [Т^ Гог 51тё1пса (ои ог1080па1) пита 

(1е1егт1па(1а Ьазе огЮпогта! а, еп1ао [Г]^ 1атЬёт зегй 81тё1г1са (ои огЮео- 

па1) рага ^иа^^иег ои1га Ьа5е ог1опогта1 Мо51гето5 е$1:е ГаЮ по са$о (1о 
орегадог 8ег аиЮ-а<1]ип(о. (0 сазо огЮдопа! ё (1етоп5(гаЛо (1е тапе^га 51т1- 
иг.) 

8е]ат а е /} Ьа8е5 ог1опогта18 е 8иропЬато$ ^ие [Г]^ 8е]а 81тё(г1са. 
Оиегетоз то81гаг ^ие [Г]^ 1атЬёт ё 81тё1г1са, 18Ю ё, ([Г]^)' = [Я^ ■ 
ОЬ8егүато$ ^ие 

[Г1§ = ([ф-' Лт\1Л1\1 

ТатЬёт 

ро15 а е /3 8ао огЮпогта18 (Үе]а 9.1.5). Еп1ао 
Тотап(1о а иап8ро51а 1ето8 

аг1^)' = ([ф'-{[ф.[/1^ 

= ф' • [Г]^ . [/1^ 




Р01$ ([/]^)" = [/]2 е [Г]^ ё 81тёи1са. 
9.2.2 Ехетр1о5 

ЕхетрЬ 1 : Сопмаегето8 Г : а гога^ао йе ит апеи^о Ө ет 

Югпо (1о е!хо-2. Ро(1ето8 ехрге85аг Г рог: 
Т(х, у, 2) = (хств - у^пв,хуепӨ ^ у со8 Ө, г). (Үег^Пяие.) 
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р|дига 9.2.1 

Тотапйо а Ьаке сапбшса а е са1си1апдо а та1П2 йе Т пе51а Ьахе, 1ето8 



С05 Ө -веп 0 0 
5еп Ө С08 Ө 0 
0 0 1 



]а у1то8 цие еЛа та1пг ё оПодопа! е роЛапЮ Т € мт орегадог оПо^опа!. 

ЕхетрЬ 2: 5е]а ГгК^ ^К^ опае Т{х, у) ^ {2х - 2у, -2х + 5у). 
5е а ё а Ьаке сап6п1са (1е а таХпт. Т ё [Г]^ = "^^, ита та- 

Ш2 81тё1пса, е роПапЮ Т ё орегайог аиШ-афипЮ. 

Е$1:и(1ето$ а§ога а$ ргорг1е(1а(1е$ де8(е$ орегадогез. 

9.2.3 Теогета: 8е]а V ит езра^о үе(ог1а1 сот рго(1и1о 1п1егпо < , > е 
Т-.У^У Ипеаг. Еп1ао Т аи1о-ад]ип1о 1трИса яие (Т\, = (у, Тч/) рага юйо 
V, V е к. 

РгоУа: (саво п = 2) 

5е]ат а = {у1, } ита Ьазе ог1:опогта1, V = х^Ху + у^у^ ^ 
IV = х,у, + у,У2 ои [у]„ = [^^/^ е к]„ = [^;^] 
Сото Т ё аию-а(1]ипю, [Г]" ё 81тё1пса. 



8е]а (П^ = 



а Ь 
Ь с 
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Ешао [Т\]^ = 



ах2 + Ьуг 
Ьхг + суг 



а Ь 
Ъ с 



■^1 
У1 



ах^ + Ьу1 

ЬХ1 + СУ1 



с [Ту^]а = 



У2 



А851т (Т\, V/) = {ах1 + Ьу^^х^ + (Ьх1 + су^)у2 

е <у, Ту/> = ^1(0x2 + Ьуг) + УхФх^ + суз) е роПапЮ, (Гү, ^у) = <у, Ту/). 



9.2.4 Теогета: Зеза Т :¥-*■¥ аиЮ-а(1]ипЮ е Х] , аиЮүа^огех с11кипЮ5 
йс Т е \1 е \2 08 аиЮуеЮгеа а880с1адо5 а е Х2. ге8рес(1үатеп1:е. ЕпХло 

V] 1 У2. 

Рго^а: 

^1 , у^) = (Х^ү, , ү^) = (Гу, , ^г) = (Ү, , Г¥2> = 
= (VI, Х^Үг) = Хг (VI , \2> 

ЕпИо (Х] - Х2) (VI, Ү^) = 0. 

Сото Х1 - Х2 0, үет ^ие (ү^ , у^) = 0 ои V, 1 Уг- 

А8 ргорпедаде8 ёа(1а8 а 8е§шг $ао соп5ецйёпс1а5 ёо5 ге$ииадо8 ап1:ег1оге5 таа 
8ао 1йо ш1рог(ап(е$ ^ие а5 (1е5(асагето5 лита зес^ао е5рес1а1. 



9.3 01АС0МА112АдА0 ОЕ 0РЕКА00КЕ8 АиТО-АО^и МТ08 Е 
САПАСТЕН12АдА0 008 0РЕВАР0ВЕ8 ОВТОС0МА18 

0 (еогета 9.2.4 поз (1а ита 1ёё1а (1е ^ие, сот гек^ао а (11а§опаИ2а9ао, 05 
орегас1оге8 аи(о-аё]ип(05 сотрог(ат-5е де ита тапе^га езрес^а!. Рог ехетр1о, 
зе Т:¥^ V Гог аиЮ-а(1]ип1о, сИт V = п е Т айтШг п аиЮуа1оге8 д1$11то$ 
(рог1апЮ ита Ьазе ёе аи1оүеЮге5), еп1ао Т ё (ИаёопаИгауе! е 05 аиЮүеЮге$ 
$ао аи(ота1!сатеп(е до18 а (1о18 огЮ§опа18 е, арб8 а погтаИга^ао, ро(1ет 8ег 
иап$Гогтас1о8 ет огЮпогта18. 1$1о е', Г, а1ёт с1е зег с11а§опаИ2ауе1, ас^тЛе 
ита Ьазе ог1опогта1 (1е аиЮүеЮгез. Та1 ргорг1еёа(1е соп11пиа уа1еп(1о ет ее- 
га1 е ё сагас(ег18(1са (1о8 орегас1оге8 аию-а(1]ип(08. Тето8 а881т: 



9.3.1 Теогета: Зе^а Т:У^ V ит орега(1ог аи(о-аё]ипЮ. Ешао ех18ге 
ита Ьазе ог1:опогта1 (Зе аи1оүе1оге$ йе Т. 

5е үосё е81а 1п1еге85адо па (1етоп81га9ао (1е85е (еогета, 51^3 си1ёа(1о8а- 
теп(е а8 е1ара5 епипс1а(1а8 по8 Ехегсшов 10, П е 12 <1а ^ес^ао 9.4. 
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9.3.2 Ехетр1о$ 

ЕхетрЬ 1 : 5е]& Г : -> о орегаёог Ипеаг сща та1П2 ет ге^а^ао а 
Ьазе сап6п1са ё 



[Т] = 



-2 0 0 
0 6 1 
0 1 6 



Родето5 ех^Ыг ита Ьа^е огЮпогта! йе аиЮүеЮгез рага е5(е орегайог? 1п1с1- 
а1теп1е оЬзеттов ^ие Г ё ит орегайог аи1о-аа]ип1о ро18 а Ьазе сап6п1са ё 
огЮпогта! Гет геЬ^ао ао ргойиЮ ш1егпо сап6п1со) е а та1:п2 ё 81тё1Г1са. О 
1еогета 9.3.1 ёдгаше, епгао, а ех18гёпс1а йе ита Ьазе опопогта! бе аиЮуеЮ- 
гек. Са1си1ап{1о 05 аиЮүа1оге8 е аиЮ¥еЮге8 а880с1а(1о8 *ето5: 

Рага Л, = -2, VI = (1, 0, 0); рага Ха = 7, Уг = (0, 1, 1) е рага Хз = 5, 
Уз = (0, 1, -I). 

Сото е51е8 аиЮүеЮгев ргоуёт йе аиЮУаЬгез д151тЮ8«е Т ё аиЮ-ад]ип- 
Ю, 0 {еогета 9.2.4 ^агаШе ^ие е1е8 5ао огЮ8опа18. Ешао {(1, 0, 0),(0, 1, 1), 
(0, 1, -1)} ё ита Ьа8е огЮ80па1 с1е аиЮУеЮгез. Ва81а а^ога погтаИ2а-1о8 рага 
оЫегто8 а Ьа8е ргосигада; 

{(1, 0, 0),^ (0, 1, 1). ."7^(0, 1, -1)}. 



^2' 



ЕхетрЬ 2: 8е]а о орегадог Нпеаг Г:К^ -♦К^ сча та1П2 ет геЬ^ао а 
Ьаве сап6п1са ё 

~2 1 Г 
1 2 -1 
1 -1 2_ 

Ех1Ьато5 ита Ьа&е огЮпогта1 ёе аиЮуеЮгез рага е81е орегадог. Ргосеаеп(1о 
ёе то(1о апа1о80 ао аШепог, ¥ето5 цие Т ё аиЮ-а{13ипЮ е роПапЮ {а! Ьахе 
ех151е. Са1си1апдо 08 аиЮүа1оге$ е аиЮУеЮгех а550С1а<105 1ето5: Рага = 0, 
о8 аиЮҮеЮгев зао (1о «ро {-у, у, у) е о хиЬе^ра^о (1е81е5 аиЮуеЮге8 1ет д1- 
теп5ао 1 . Рага = 3 05 аиЮУеЮге5 8ао до Иро (у + г. у, г) е о ^иЬе^ра^о 
а880с1аёо 1ет Лтепзао 2. 

Үато8 С0П81ГШГ ита Ьа5е (1е аиШҮеЮгех езсоШепдо ит аиЮУеЮг (1о 
8иЬе5ра90 а880с1аао а = 0 е ао18 аиЮҮеЮге8 Ы до 8иЬе5ра?о а550с1адо а 
Лг = 3. 8иропЬато5 цие у, = (-1, 1, П 1епЬа 51(1о Юта(1о по рг1те1Г0 8иЬе5- 
ра^о. Сото Юдо5 08 аиюүеюгев по зееипдо 5ао (1а Гогта (у + г, у, г), оЬвег- 
¥ато8 цие о ргоёиЮ Ыегпо (1е (-1, 1, 1) сот ^иаЦиег (1а Гогта (у + 2,у,2) 
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ё 0. Ма5 пао ё §агап11(1о ^ие циа^вяиег (1о18 уеЮгех с1е (у + 2, у, г) 8ао огЮ- 
80па15, тезто ^ие 5е]ат и. Рог ехетр1о, (1, 1, 0) е (1, 0, 1) вао Ы тав 
пао огЮ80па18. Соп1ис1о, ро(1ето5 и8аг о уеюг (1, 1, 0) е ргосигаг ои1го үе- 
Юг ёо иро {у + 2, у, г) яие ^е^а огюеопа! а (1, 1, 0), 18Ю ё, о ргоёиЮ ш- 
1егпо (1е8ге8 6.е\е 8ег пи1о. Ои 5е]а, 

у + 2+ у = 2у+2=0 ои 2 ^ .2у 

Ст үеЮг яие заг^^й^а езгаз ге^а^бев йеүе 5ег до Иро {-у у -2у). Рог ехет- 
р1о (-1, 1, -2). 

Р1сат05 а^ат сот а Ьа5е {(-1, 1, ]),(!, 1, 0), (-1, 1, -2)} яие ё Гог- 
тада с1е аиЮуеЮге5 (1о15 а (1о18 огЮеопа18. КогтаИ2ап{1о е8*е8 уеЮгев 1ет08 
а Ьа8е ргосига(1а: 

8иропНато5 ^ие а ве^а ита Ьазе огЮпогта1 диа1яиег (1е V е 0 а Ьа5е 
огЮпогта1 де аиЮуеЮгез (1а(1а ре1о 1еогета 9.3.1. ОЬ5егуето8 а гек^ао епгге 

[П^ е Ң. Тето5 [П^ = [Л^ • Ң . [7)^ = ((/)«)-' . (П^ ■ (/]« е рогйпЮ, 

[Т]^ - ([/]^)' • [Г]^ . [7]^ р018 а е /3 зао огЮпогта18. 18Ю 5ега игШгадо па 
с1а5810са9ао с1а5 с6п1са8. 

О 1еогета 5е§и1п(е сагас(ег12а аз иап^Гогта^ое^ огЮ§опа18. 

9.3.3 Теогета: 8е]а Г : К V ит орегадог 1шеаг пит е^ра^о үеЮг1а1 V 
сот рго(1иЮ !п(егпо <, ). Еп(ао а8 сопсИ^бе^ аЬа1хо зао е^и1уа1еп(е8: 

а) Т € огЮ^опаГ 

Ь) Т (гап5Гогта Ьавез огЮпогта15 ет Ьазез огЮпогта18. 15Ю ё, ве 
{у\, ¥„} ё Ьаве огЮпогта1 с1е V, епШо [Т\1, Ту„] ё ита Ьа5е огЮ- 
погта1. 

с) Т ргевегүа о рго(1иЮ 1п1егпо, 18Ю ё, <7и, Т\) = <и, у). 
(Т) Т рге^егуа а погта, 18(0 ё, \\Т\\\ = И^И. 

Рго^а: А (1етоп51га9ао ё (1е1хаЛа сото ехегс1'с10. 

0 Иет (сГ) (1а ита сагас^ег^га^ао §еотё1г1са с1о8 орега(1оге5 огЮзопа18. 
Езгез 530, еп^ге 05 орега(1оге8 Ипеагез. 05 ^ие €5(30 а85ос1а(1о8 а тоү1теп(05 
п'§1ёо8. Рог ехетр1о, 8е п05 ге5(пп81гто8 а8 (гапзГогтафбев Ипеагев (1о р1апо 
по р1апо, е8(е8 орега(1оге5 5егао ав го^а^оев (1е ит ал§и1о Ө е а8 геЯехое8 ет 
ге1а9ао а ита ге(а ре1а ог1@ет, ои сотро819бе8 (1е1а8. 
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9.4 ЕХЕКСГС108 



1. 8е]а а = (м^! , \У2, ^з) Ьаке (1е V, ит евра^о үеюпа! геа1 сот рго- 
йию т1егпо ( , ). 



2 




" 5" 


-1 


е = 


2 


3 







5е <и, V) = 2, а Ьазе а 6 огЮпогта!? 

2. АсЬе ¥а1оге5 рага х е у 1ш ^ие [ "^^ 5е]а ита та1П2 огюеопа!. 

3. 5е]ат а = {(1, 1), (2, 0)} е /3 = {(-1, 0), (2, 1)}. А раПк йаз Ьаве^ а е 
р сопзииа Ьахез огЮпогта^з, изапдо о тёюйо йе Сгат-ЗсЬткИ. 8е е$1а5 
поуаз Ьазех Гогет а е гезресиуатеШе, то81ге яие а та1г12 йе тиёап^а 

йе Ьаве [/]^ ё огЮеопа!. 

4. Оа(1а ита та1г12 А сиЗах со1ипа5 вао уеЮгея огЮпогта18, ргоуе яие А ё 
огЮеопа!. 

5. ЗеЗа Дх, у, г) ^ (2х + у. х + у + г, у - Зг) де ет сот ргодиЮ 
тгегпо сапбтсо. 

а) Мокие ^ие Г ё ит орегайог аиЮ-а(1]ип1о таз пао огЮеопаЬ 
й) 8е V = (2, -1, 5) е V = (3, 0, 1), уег^П^ие чие <Гу, = <У, Г*>. 
с) Ех1Ьа ита Ьазе с1е аиЮҮеЮгез йе Т е үегт^ие яие ё ита Ьазе огЮво- 
па1. А рагИг с1е81а Ьазе, езсгеүа ита Ьазе огЮпогта!. 



6. Оада а тагг12 А = 



а 0 0 
0 Ь с 
0 с Ь 



а) Мо51ге ^ае 05 аиЮуаЬгев 5ло: а, Ь + с е Ь - с. 
Ь) АсЬе ита Ьазе де аиЮүеЮге^. 

7. Зе^а о орегааог Ипеаг Г:К^ -^К^ с^а та1г12 ет геЫ^ао а Ьахе сап6п1са ё 



1 4 2 
4 -5 -4 

2 -4 1 



Ех1Ьа ита Ьазе огЮпогта! йе аиЮУеЮгез. 
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8. Мо51ге яие ита 1гап8Гогта$ао огЮёопа1 р1апо по ркпо де^ха шүапате 
а (1181апс1а етге ао15 ропЮз, гзю ё, (1а(1о5 и е V ^еюгев яиайчиег Ло р1а- 
по, 

11Ди)- Ду)11= ||и-ү|1 
(Зиеехгао: изе о геогета 9.3.3 (с^).) 

9. а) Мо51ге дие 56 Т ё иша ^гапзЬгта^ао огЮйопа! <1о р1апо по р1апо, зиа 

та1п2 ет гек^ао а Ьазе сап6п1са 56 ро(1е 5ег (1а Гогта: 

д _ С05 а -5еп а~| 

[зеп а С08 а] 

ои (1а Гогта 

д _ С05 а зеп 

5еп а -С08 а 

(Зиеелао: 9.3.3 (с1).) 

Ь) ОЬзегуе ^ие 5е а та1г12 ае Т Гог (!а Гогта с1ас1а рог А, Т 8ега' ита го- 
Хы^о йе ит Ьеи^о а (уе^а 5.2.4.). Мой» дие В = А • 1 опйе I = 

~ 0 • ^ ^ та1п2 ет ге1а?ао а Ьаяе сап6п1са с1е геПехао по 

е1хо-х. Үе^а 5,2,2. Сопс1иа Опа1теп1е, изапйо сотровх^ао де Аш^без, 
Чие 86 а ггапзГоппа^ао Т Гог с1ас1а рог В, Г вега ита геПехао а^гауёз йе 
ита ге(а йо р1ало ^ие ра$$а ре1а оп§ет. 

10. 8е]ат V ит евра^о уеЮпа1 геа1 (1е Штепвао «, сот ргойиЮ 1п1егпо < , > е 

Т:У^ V ит орега(1ог Ипеаг аиЮ-ас1^ип1о. 8е а Гог ита Ьазе огЮпогта1 
ае V, сЬатетоз ае А а та1г12 [Г]^. Соп81(1егет08 а иапзГогта^ао Ппеаг 
Гд :С"^С" даёа рог 









XI 






= А 













оп(1е е С (С = соп]ипю (1о5 пйтегоз сотр1ехо8) е о рго(1иЮ 1п1егпо 
сапошсо ет С", (1адо рог 

<¥, *>с = X, ^1 + Х2У2 + ... + х„у„ 

В|Ыю№са ае 

С\ёпс\а & Теспс 
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У1 


рага V = 




е XV = 










Уп 



а) Мо51ге яие Гд 1ет «етрге аи1оуа1оге5. (Зийе^гао: ЬетЬге-8е де цие ит 
ро1ш6т10 «етрге 1:ет га^гез зе евиүегто^ 1гаЬаШапдо 8оЬге 08 пйтегох 
сотр1ехо5.) 

Ь) Мо51:ге цие <Гд¥, ^)^ = <у, Гд*)^ рага ^иа^з^иег V, « € С. (5и8е815о: 
81§а а Ш1а с1о (еогеша 9.2.3.) 

с) Мозгге ^ие 08 аи1оуа1оге8 де Гд зао песе88аг1атеп1е геа18. (Зи^ез^ао: 
СЬате де X ит аи10Үа1ог Гд сот аиЮүеЮг V. ЬетЬге яие рага ит 
пйшего сотр1ехо X зег геа1, Ьа84а ^ие е1е 8е]а 18иа1 ао зеи соп^иеайо. 
Ве8епуо1үа ешао <ГдҮ, у)^ ёе (1о18 то(1о8 (1181ш1о8, ийЦгапс^о о Иет (Ь) 
е аз ргорг1е(1а(1е8 <1е рго<1и1о ш1егпо 8оЬге иш езра^о уе1опа1 сотр1ехо. 
Үе]а 8.6.) 

0?) Мо51ге ^ие 05 аи1о¥а1оге8 ёе Г е Гд 8ао 08 те8то8. 
е) ииИгапдо 08 ге5ииа(108 ашепогез, сопс1иа ^ие ит орегадог Цпеаг аиЮ- 
-аб^ипю (ет аи1оүа1оге8 е е1е8 8ао песе88аг1атеп1е геа!8. 

11. 8е]а V ит ехра^о үе1ог1а1 геа! (!е (11теп5ао и, Т:У-^ V ит орегаЛог Ипеаг 
аи{о-а(1]ито е V € К ит аиЮуеЮг <1е Т. 

а) Мо81ге цие [\], о е^ра^о бегадо рог V, ё шүагхаШе рог арИса^ао ёо оре- 

гайог Т, 1810 ё, зе >у Е [у], еп1ао Т^/ € [ү]. 
Ь) Мо5(ге ^ие [ч]^, о сотр1етеп1о ог1;о£;опа1 с1е [\] (үе^а 8.5), ё хпуапап^е 

рог арИса^ао (1о орега(1ог Г, 184о ё, 8е V 6 [\]^, епХйо Ту^ Е [\]^ е рог- 

4ап1о Т 1пди2 иш орегаёог Нпеаг Т^ : [ү]'^ -> [ү]"'" 

у/ ^Туг 

с) Мо81:ге ^ие о орегадог Т^ йейтйо по Кеш (Ь) ё аиго-а(1]ип1о. 

6?) МокГге ^ие 1о(3о аи1оуе1ог \у йе Г| сот аи1оуа1ог 5 1атЬёт 6 аиЮуе- 

{ог Т сот о шекто аи1оүа1ог 5. 

12. Оетоп51:ге о геогета 9.3.1, 1510 ё, зе Т.Ү-* V ит орега(1ог Цпеаг аи1:о-а(1- 
]ип(о, епИо ех18(е ита Ьа8е огЮпогша! Ле аи(оүе(оге8 Ле Т. (ЗивезСао: 
Ра^а рог 1п<1и9ао ГшИа зоЬге а (Ишепзао (1е V, игШ2ап(1о 08 ЕхегсГс108 10 

е П.) 

13. а) а иапвГогта^ао Ипеаг цие ёезсгеуе о тоҮ1теп1о гщ^о ^ие 1е¥а о 

зегтепю ёе ех1гето8 (-6, 2) е (-1, 2) по ^евтепЮ (1е ех1гето8 (-2, 6) 

е (1, 2) ге5рес11Үатеп1е. 
Ь) Мохие ^ие е51а иапБГогта^ао ё ита го^а^ао е епсоШге 8еи апеЫо. 

14. а) иве а ёеГт^^ао 9.2.1 е о 1еогета 9.3.1 рага то81гаг ^ие ит орегаёог ё 

аию-аа^ипю зе е 5отеп1е ке ех1811г иша Ьазе /3 ае ^еЮге^ огЮпогта18 
ет ге1а9ао а ^иа1 [Г]^ ё (11аеопа1. 
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Ь) и^е а^ога о ге5ииа(1о ас1та рага (1аг ита сагасгег^га^ао 2еотё*г1са йав 

ггапзГоппадбех аиЮ-адзип1а5 (1о р1апо по р1апо. (ОЬхегуе цие = 

= 1^^ ^ • ^ ^^е по1е о еГеИо беошёШсо (1е сайа иша Йе51а5 

{1иа5 й1ита5 та1г12е8. 
с) АпаИве 5ерага(1атеп1е ет Ь) 05 савоз 
\) а е Ь Ф^. 
и) а = 0 е 6 9^ 0. 
ш) а = 0 е Ь = 0. 

(/) $е]а а а Ъа8е сапдп1са е [Г]^ = 



-1 3 
3 -1 



0 В^аёОпаИге о орега(1ог Т. (ЕзсоШа ита Ьазе огЮпогта1.) 
н) 1п1егрге1е 8еогае1гюатеп1е Т изапёо Ь). 

Ш) Те8(е 8иа 1п1егрге(а9ао §еотё(пса, үег1Г1сап(1о диа1 6 а 1та§ет рог 
Г с1е ит ^иадгаао йе уёгисев (0, 0), (1, 1), (0, 2) е (-1, 1). 



9.4.1 Не5ро5(а$ 



1. Као, ро18 < и, V > тб 2 . 5 + (- 1) . 2 + 3 (-3). 
= -1 



т; = 



5. [Г] = 



1 

\Г2 
1 

1П 

2 1 
1 1 



1 



/3'= {(-1,0). (0, 1)} 



т^, .([/]^,)'=/ 



ё 81тё1г1са. ^о$о Т ё аиЮ-аа^ипЮ. Сошо а8 со1ипа8 



10 1 -З^ 

йе [Г] пао 8ао уеЮге5 ог1опогта15, Т пао ё огЮеопаЬ 

7. X, = -9, Х2 = Хз = 3 

у, = (1, -2, -1), ^2 = (1, 0, 1), = (1, 1, -1) 



9. а) 8е]ат Т ~ ^ ^ ^ е V ^ (х, у) яиа1^иег Г огЮ^опа! => ЦГ^^^Н 
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= 11^11 е1с., езсоШепдо үагю^ үеЮгез V рага ёегаг ига 8181ета де едиадбез 
^ие {"огпесе а, 6, с е (^. 
Ь) 5иее81ао: а тсИпа^ао да гега ре1а огщет 1ет шсипа^ао йе ^ . АсНе а 
шаееш с1о ропЮ (х. у), опс1е V (х, у), е то.гге ^ие еПа шавет ё 



еха^атете В 



ои «еЗа, Т^. 



11 о) V € [ү] в 3« € К Ы чие \у = иу. 

Ту/ = Т{и\) = иТу = и-\\ опёе X ё о аиЮ^а^ог аазосиао а V. Ма8 
(н\)¥ е [у], е рог1апЮ Ту/ е [у]. 
Ь) ЗеЗа V е Еп1ао < V, V > = 0. 

Сото < V > = < Ту > ро15 Т ё аиЮ-афпЮ, е 
= Л¥, < Гч^, V > = < V, XV > = X < V > = 0 

РойапЮ, е [V]-'-. 



с) Зе^а & = {гЛ| , 



., ¥„} ита Ьаяе огЮпогта! бе V. 



ЕШао (31 = {^2 ү„ } ^ ита Ьазе йе [ү]^. 

[Т]^ 6 81тёи1са ро18 Т ё аиЮ-адзипЮ е да 1огта 



ЕШао [Г] ]д = 

Р1 



Опг 



0 



I 0 



0 

022 



*И2 



0 

вил - 



ё 81тё1г1са е ё аиЮ-ад^ипЮ. 



(I) Ту^ = ТгУ^, рок V е [ү]^, е Г^^ - б*. 

Етао 6 ё аиЮУа1ог (1е Г е * ит аиЮ^еЮг авзосгаЛо. 



13. 8е]а [Т] = 



а Ъ 

с а 



Еп1ао 



а Ь 
с с1 











[1] 













. Ьоёо, [Т] ~ 



5 
-± 
. 5 



~1 
6 



± 

5 
3_ 

5 . 



С05 а - хеп а 
хеп а С05 <Х 



опбе а = - агссо8 



ЬеҢига! 8идепс1а$ е Ве1ёгепс1а$ 

> Нйто8, Р.; ЯпИе ттепЛоша Үест Зрассг, Үап №5аапа КсшЬоМ Сотриу, 
3 „о^А^У^^е К.., Л,^Ш Шеаг; МНога РоИвопо, 8ао Раи>0, 1971. 



РОРМА5 И^ЕАКЕБ, 
ВтМЕАКЕБ Е риАОКАТГСАБ 



10.1 Р0ВМА8 11^ЕАРЕ8 

ЗиропЬа ^ие ита рехзоа песеззИе сотргаг Гегго, сНитЬо е соЬге а стсо, 8е15 
е ^иагго сги2е1го$ о ^иПо, гезресгттеп^е. 8е е51а резвоа сотрга х ^цИоз (1е 
Гегго, у ^и1108 с1е сЬитЬо е г ^иИоз йе соЬге, ро(1ето8 гергезепгаг езга сот- 
рга ре1о үеЮг {х, у, г) ^ о си8Ю го1а1 ё (1а(1о ре1а ехргеззао 5х л- ву + Аг. 
ОЬзегүе дие а "Гип^ао сизЮ" 

с.К^ »■ К 

{х, у, г) I — > 5х + 6у + 42 

ё ита ^гапхГогта^ао Ипеаг (уегШ^ие) си]о сопиа-дотшю ё ит езра^о үеЮг1а1 
ти1Ю рагИсикг, ро18 ё о сотуипЮ Доз пйтегоз геа18. ТгапзГоггаа^без Ипеагев 
(1е81е иро арагесет ти1Ю е рог 1880 гесеЬет ит поте е8рес1а1. 

10.1.1 Ое^1п1(ао: 5е]а V ит езрадо ¥еЮпа1 геа1. ита /огта Ипеаг ё 
ита ^гапзГогта^ао Нпеаг / : V — > К. 
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10.1.2 Ехвтр1о5 

Ехетр1о 1:/ .К^ > К 

(х, >»)! — > X + ои па *^огта та1пс1а1 

1] 



ЕхетрЬ 2: ? : — ► К 

(х, 2) I — ► 2х + ^ - 2 ои па Гоппа таШаа! 









У 


. ^ [2 1 -1] 


У 


.2. 




. 2 . 



Зе /: V > К ё ита Гогта 1шеаг, а = {ү, , .. , ё Ьазе с1е К е ^ 

= {>у} ё Ьазе с1е К, еШао 



[/]д = [«1 «2 вп]1Хп- 
Р 



8е V е К ё 1а1 ^ие 



10.2 РОВМАЗ В111МЕАВЕ8 

Сопмёегетоз а^ога Гип^овБ, а580с1ааа8 а езра^оз үеЮпа!», ^ие зе сотрог^ат 
та18 ои тепоз сото ргос1и1о8 1п1ето5, 1810 ё, Гип^без ^ие а сада раг де үе- 
1оге5 а880С1ат ит пйтего де Ы Гогта ^ие ита уег Пхайо о рг1те1го үеЮг, 
а Гип^ао 86^3 ита Гогта !шеаг ет ге1а?ао ао зееипбо үеЮг, е ү1се-уег5а. Рип- 
9068 с1е81е Иро е81ао тиИо ге1ас10пада8 сот сопз^ёега^бех асегса йа епег81а 
(1е ит согро (үе^а 10.5) е, рог1ап1о, сот ^ода а РШса. ^евга кес^ао аеГшке- 
то5 е$га5 Гиги^бев, яие зегао с1епот1пас1а5 Гогтаз ЫПпеагез, е езШдагетоз а1- 
ёип5 а8рес105 1ёсп1с05, рг1пс1ра1теп1е о веи ге1ас1опатеп1о сот таЫгез, ^ие 
ё о та15 1трог1ап1е па ргаИса. 
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10.2.1 Ое{|П19ао: Зе^а V ит езра^о уе1опа1 геа1. 11та /огта ЫНпеаг ё 
ита арИса^Зо В.Ү V -> К дейтйа рог (ү, В(у, V) 1а1 ^ие: 

0 Рага Юдо у/ Пхаёо, В{у, у/) ё ита Гогта Ипеаг ет V, 184о 

5(у, + Ү2, V) X Җү,, V) + 5(У2, V) 

е В{а\, V) = аВ{у, \у) 

«) Рага 1ос1о V Г1хас1о, В{\, \у) ё ита Гогта Ипеаг ет 181о ё, 

В{у, мг, + ^з) = В{у, ^1) В{\, У^2) 
е В{у, ауг) = аВ{у, V) 



10.2.2 Ехвтр1о8 

ЕхетрЬ 1:0 ргоёиЮ и$иа1 Ле пйтего8 геа18 

р:К X К ^ К 

(х, у) р{х, у) = ху 

ҮегШсапёо 0 е и): 

р{х, у + г) = х{у + 2) = ху + Х2 = р{х, у) + р{х, г) 
р{ах, у) =ах ' у = а{ху) = ар{х, у) 

Апа1о§атеп(е то8(гат-8е а8 ои(га8 ргорпе(1а(1е8. 
ЕхетрЬ 2:В:К^ X ^К й^йз. рог 

ЩХ1,У1), {Х2,У2)) =ХхХ2 - ^У^У^ 

ё ЫИпеаг. Ве Га1о, 

Җхг, У1), {Х2, уг) + (хз, ^'з)) = Җ(х1. Уг), {х^ + Хз, у^ + у^)) = 
= Х1(Х2 + Хз) + 2;;, 0^2 + Уз) = {х^х^ + ^у^у^) + х^Хг + 2у1Уз = 

= Җ(Х1,У1), {Х2,У2)) + В{{х,,Уг), (Х^.уг)) 

А8 ои(га8 ргорпедаде^ 8ао үег1Г1са(1а8 с1е тоЛо апа1о£о. 

ЕхетрЬ 3: 8е]а V ит езра^о үе1ог1а1 сот рго(1иго 1п1:егпо <,). Рос1ето8 
(1еГ1п1г а Гогша ЬШ пеаг V X V -> К рог В(у, \¥) — (у, >у) . 0 Га(о (1е В зег 
ЪШпеаг ё ита соп5е^йёпс1а с1а5 ргорпе<1а(1е5 с1е ргос1и1:о 1п1егпо. 

Үато$ сопзМегаг аеога иш ехетр1о 1трог1ап1е. 



Ехетр1о 4: 

8е^а М = 



-2 0 0 
4 2 0 
0 0 2 
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Ро(1ето5^ а55ос1аг а М ита Гогта ЬШпеаг 5:»^ X ^ К йеГшШа рог 





'-2 


0 


0 








4 


2 


0 




У2 




0 


0 


2 







А ЬШпеаг1ааде (1е В десогге бав ргорггеааёез (1о ргойиЮ е да 8ота ае та1п- 

268. 

Ехетрк) 5: 5е]ат V ит езра?© үеЮпа! <1е Штепзао п е а иша Ьаве ёе 
V. Ве тобо апа1оёо ао ^ие 1о\ ГеИо по ехетр1о аШепог, (1а<1а ита та1п2 
чиаЦиег М„хл, ройетов аввос^аг ита Гогта ЬШпеаг В\Ү X V К (1е1ш1- 
(1а рог: 









у: 






е = 










Уг^. 



5ег:КХК -►Кё ита Согта ЬШпеаг е (1а(1о8 , ү^, *1 , *2 ет 
ет вега! 1ето5 

+ Ү2, + *2) Ф В(У1. У^,) + В{42, *2) 

р015 В{У1 + У2, + ^з) = Р(Ү1, *1 + УГг) + В(Ү2, V, + ^з) = 

= В(¥1, VI) + В(¥,, *2) + Я(Ү2, + В(У2, «з) 

V) = Ма М Ма 

ОЬзегуе, атаа, ^ие по ЕхетрЬ 4, 1ето8 К = е а Ьазе сапошса. А 
8ееи1г үегетоз ^ие, па уегс^аде, 1о(1а Гогта ЬШпеаг ро(1е 8ег евсгйа па Гогта 
с1о Ехетр1о 5, (1а(1о ас1та, 

10.3 МАТтг ОЕ УМА РОНМА В1и1МЕАВ 

Зе^ат V ит езрадо үе1ог1а1 е В:ҮХ V К ита Гогта ЬШпеаг. Оа(1а ита 
Ьаве (X = {V у„} (1е К, а550С1ато8 а В ита таЫг [В]^ сЬата(1а пиИпг 
сШ /огта ЫИпеаг В, па Ьа$е а, йо $ееи1п^е то(1о: 
5е V = лг^Ү! + ... + Хп^п е >^ = у1\х + ... + Уп^^п^ п 

В{\, IV) = В{Х1\1 + ... + Х„Ү„,У1Ү1 + ... +УпУп) =Х Х1У}В{уи V/) 
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В{\1, VI) ... 5(у,, у„) 

В(Уп, VI) ... й(у„, У„)] 



У\ 



Уп 



= [л, ... х„] 
10.3.1 ЕхетрЫ 

ЕхетрЬ 1: $е]а. В X К а Гогша ЬШпеаг аада рог В{у, \у) = 

^ -Х1У1 + 2х2Ух + 5Х2У2 опае V = (х,, ха) е № = (у^, д^а)- ЕтЗо 8е 
0! = {е, , 6]} ё а Ьа8е сапошса ёе К^, (ето5 



I 1д 



Де,,е,) Же,,е2) 
5(62,61) 5(62,62) 





■ 

-1 


0 " 




2 


5 



-1 О" 




У\ 


2 5 




Уг 



Сот 1810, ро<1ето8 е8сгеүег а Гогта ЫИпеаг (1а(1а па Гогта та1:г1с1а1: 
В{у, У/) = [Х)^ Х2] 

ои 8е^а, В(у, *) = [у]'^ [В]* [^]^ 

ЕхетрЬ 2: 8е^а .б:К^ X К а Гогта ЬШпеаг (1еПп1ёа рог 

5((х,, Х2, хз), (У!. ^'з, З^з)) = -Зх,;;, + ЛХ2У1 + 2Х2У2 + ^х^ъ. Ргосиге- 
[В]*, опде а = {еь еа, ез}, ё Ьа8е сапбтса де К^: 



5(е,,е,) ^61,62) 5(е,,ез) 
Д(е2,е,) 5(62, е^) Жеа. 63) 
5(ез,е,) 5(63,62) 5(ез,ез) 



^езга таЫг (1е!егт1пато8, рог ехетр1о, 5(б2, еО = 5((0, 1 0), (1, 0. 0)) = 
= -2.0. 1+4 - 1 . 1+2 - 1 .0+2-0.0 = 4. Са1си1ап(1о оз ои1го5 
е1етеп1о8, оЫетоз 

-2 0 0 
4 2 0 
0 0 ^ 



[5]« = 



Сотраге сот о Ехетр1о 4 (1е 10.2.2. Сото пао ро(1епа ёе1хаг ёе 5ег, 
[В]1 = М. 
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10.4 РОКМА В1и1ЫЕАВ 81МЁТтСА 

10.4.1 ОеЯш?ао: А Гогта ЬШпеаг 5 : К X V — > Я ё зШШса ве 
5(у, \у) = В{у^, V) рага годо V, V £ К. 

10.4.2 Ехетр1о5 

ЕхетрЬ I. Зе^а (,) ит ргойиЬ 1п1ето ет V. Еп1ао а Гогта ЬШпеаг 
д(у, «) = (V, V) ё $ш1ё1пса, ро15 (у, \у) = <\у, V). 

ЕхетрЬ 2: 5 X ^ К с1ас1а рог 

В{\, \у) = -Х1У1 + Зх^у^ + ЗХ1У2 + 2Х2У2 
опс1е V = (Х1 , Хг) е V = (У1 , УгУ 

Са1си1ап(1о, В{^, V), 1ешо8 

V) = {(УиУгХ {Х1,Х2)) 

= -У1Х1 + ЗУ2Х1 + ЗУ2Х1 + 2у2Х2 

Сото В{\, V) = V), В ё 81тё1пса. 

0Ь5егуе дие [В]^ ё ита шаШ2 мтёика. Ое ?а1о: 



В(у, V) = [х, дга! • 



-1 З' 






.3 ^ 







ЕЛе гезиИадо ¥а1е ет еега!, ройепйо вег епипаайо по *еогета аЬа^хо. 

10.4.3 Теогета: Ута Гогта ЬШпеаг В:У X V — »■ К ё 51тё1г1са 8е е 
8отеп1е 8е [В]^ ё иша та1г12 вшёгпса. 

Ргоуа: (Үе]а о Ехегс1с1о 7 де 10.7.) 



10.5 Р0КМА5 ОиАОВАТЮАЗ 

Соп81(1егето5 ита рагг1си1а де тазза т йевЬсапдо-зе по евра^о сот ¥е1ос1- 
йф V = {Ух, Уу, Уг). А епег81а сшёИса ^ие е88е согро ро88и1 ё йайа ре1а 
ехрге88ао 



Рог1ап1о, 
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^ 2 . т 2 .гп 



V, = 



т/2 0 0 
0 т/2 0 
0 0 т/2 



Оехза Гогта, а епег§1а с1пё11са ройе яег т1егрге1а(1а сошо иша Гипдао (^ие 
пао ё 1шеаг) йа үе1ос1с1а(1е. 




р|дига 10.5.1 



Ес.К^ 
т 



К 



(Ух, Уу, Уг) I — 



8е соп81(1егагто8, а^ога, а арИсадао ЫИпеаг 81тё1пса 

5:К^ X К^ К 



си^а ехрге88ао е 

ВЦ^х» Уу, 1*2)1 {^х> и>> ^г)) = [^х Ь 
оЪкегүатов ^ие 



т/2 0 
0 т/2 
0 0 



0 
0 

т/2 



Ес{У>х^ »>, Уг) = В{{^у,, Уу, Рг), {^х, У^)). 
Ехрге55бе8 ^ие 86 сотроЛат сошо а да епег§1а сшёИса, 1$1о ё, ^ие рго- 
үёт (1е 1^огта8 ЬШпеагез 81тё1г1са8, гесеЬеш о поше ёе /огтаз ^иа(1гаИса&. 
Леога, ро(1егешо5 ГогшаИгаг е81е сопсеКо. 

10.5.1 Ое^т1?ао: Зе^а V иш е^ра^о үе1ог1а1 геа1 е 5 : К X Г ^ К иша 
Гогша ЬШпеаг 81шё1пса. А Гип^ао 0 : К ~* К (1еГ1Ш(1а рог ^\) = В{\, у) ё 
сЬатас^а /огта диаФаИса а88ос1аЛа а В. 



ВММлса с*е \ 
С№пс«а & Теспою( 



276 АШЕВКА ЫЫЕАК 



ОЬ^егуе ^ие (де 10.4.2) ет ге^а^ао а ита Ьаве а с1е V, 2 роде &ег ех- 
ргезза па 5е2и1п1е Гогта: 

опйе [5]* ё ита шаи1г яшёШса. 



10.5.2 Ехетр1о5 

Ехетр1о 1: 

= - Юху + }р- , опйе V - {х, у) 
8аЬето$ ^ие 



'а Ъ 




X 


Ъ с 




у. 



= ах^ + 2Ьху + су^ , 

ЕШао, ах^ + 2Ьху + су'^ = х"^ - 10ху + у^ . 
Ьоёо, а = 1,2Ь = -10, с = 1 
ЗиЬзишшйо, 



1 -5 
-5 1 



т = [ху] 

ОЬзегуе а1пда ^ие б е а Гогша ^иайгаИса а880с1а<1а а Гогта ЬШпеаг: 

В{у, V/) = [х^ у^] 



"1 -5" 




Гү 1 


-5 1 




У2 



опйе [у]^ = 



^1 
У1 



е [В]1 = 



-5 
1 



(а ё а Ьазе сапбп1са с1е .) 

0 ргосед1теп1о а(1о1а(1о по ехетр1о ап1ег1ог ройе 8ег арИсайо а ита 
Гогта яиас1гй11са вепёг1са (2 : К, опае 0(х, у) = Ах^ + Вху + Су^ . 

Сопс1и1то8 еп1ао ^ие зиа Гоппа та*г1с1а1 ё 



е(х, у) = [х у] 



В 



^ С 
2 ^ 
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Ехетр1о 2: 

(2(х, у, 2) = Зх^ + 2ху + 4у^ + 5у1. 
Ет геи^ао а Ьазе сапбшса йе К^, 2 е ёаёа па зееи^Ше Гогта 1па1:пс1а1: 



'з 


1 


т 

0 


X 


1 




5 




4 


2 


У 


0 


5 


0 




2 


2 



Сошраге сот о ехетрЬ аШегюг е ех1;га1а шп гезиИайо апШо^о рага Гогтаз 
^иадгаИсаз 2 : К^ ^ К, 

^{х, у, 2) = Ах^ + Ву^ + Сг^ + Вху + Еуг + Рхг. 

Ехетр1о 3: 
д : К^ к 

ОЦх, у, 2) = 2д:^ + / - 32^ 





'2 


0 


0 




г 1 
X 


ХУ 2] 


0 


1 


0 




У 




0 


0 






2 



10.6 01АС0^А112АдА0 ОА РОВМА ОиАОВАТЮА 

Үегешо5 а зеашг ^ие ^иа1^иег ^ие хе^а а Гогта ^иа(1га11са й \Ү К хетрге 
ех151е иша Ьахе огЮпоппа! (1е V еш гек^ао а ^иа! а та1г12 йе 0 ё сИаёопа!, 
ои 8е]а, 0 1ега ита Гогта рагес1с1а сот а (1о Ехетр1о 3 (1е 10.5.2. Ап1е5 де 
Гогта112аг е81е гезиИас^о по 1еогета 10.6.1, уато8 "(11авопа112аг" а Гогта яиа- 
(1гй11са (1о Ехешр1о 1 де 10.5.2.е(у) = - Шу + / опде V = (х, у). Рго- 
сигето$ шла Ьа$е |3 (1е то(1о цие 8е 




(2(у) = Х.х^! + \2У\ 
ои а1п(1а = [^1 .^1] ^ л 
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Тето5 



у) = [х у] 



1 -5 
-5 1 



ои 0(х, у) = [у]'^ [В]^ [у]^, ос Ьазе сапошса йо К^. Сото а тйХпг [В]^ ё 
51тё(пса, е1а ё ШазопаИгаүе!, аёгшИпдо ит соп]ип1о Ле аи(оүе(оге$ ог1опог- 



та15. 



0$ аи1;оүа1оге5 йе [В]'^ зао Л1 = 6 е = -4. Ргосигапдо 08 аи1оүе1:оге5, 
епсоп1гато8 рага = 6, = {х, -х) е рага =.-4, У2 - С«» ^)- 
(Уег1Гщие.) А881т, иша Ьаве ог1опогта1 Р йе аи1оүе(оге5 хега да(1а рог 

1 1 1 



8е]а [7]^ а та1п2 с1е шиёап^а де Ьахе. Еп1ао 
ЗиЬзШшпао ет 0(у} = (у]^ [В]" (ү]^, «етоз 

0у) = [»]; н„ 

Сото 1/]^ ё огго^опа!, р018 а е /3 8ао Ьаяез ог1опогта15, (уе^а 9.1.5), 



(1оп(1е 



151о ё. 



(2(ү) = ([/]^ [үу '[в^^т^ 
= [у]'^ [в]1 [Ү]|3. 



е(у) = [X, ^^!] 



"6 


о' 




^1 


0 


-4 




/1_ 



опс1е 



Рогпш 1лпеа1е$, ВЙюеагев е Оиа(11аиса5 279 



10.6.1 Теогета: 5е^а ^(у) = В{у, V) иша Гогша яиаёгаИса ет V. Ех181е 
иша Ьа$е ог(опогта1 0 (1е К (а1 ^ие 8е 



еШао 0(у) = \^у\ + . . . + Л„>;^. 

Л-оуд: 8е^а а ита Ьа^е оггопогта! ^иа^циег (1е К. 

Еп(ао (2(У) = 5(ү, V) = [у]'^ [й]^ [ү]^. 1о80, а та1г12 [5]^ ё ита таШг 
шё(пса е, роПап(о, соггевропае а ит орегайог аи(о-асЦип(о Т.Ү -> Г дие 
(ет сото та(112 [Г]^ = [Д]^ . Сото ит орегайог аи(о-а(1]ип1о роае вег Ша- 
80па112а(1о теШапге шпа Ьам |8 6& аи1оүе(оге8 ог(опогта15, еп(ао 



^1 



0 



= ([/]р'')-^ 



0 



0 



[/]2 



([/]^)' 



X, 



0 



0 



Хц. 



щ 



ро18 а е |3 $ао Ьа5е$ ог(опогта1$ е, рог(ап(о, [/]« ё ита таЫг ог(о80па1. 
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Ёп(ао, 



0 



0 



0 



0 



[VI 



0 



0" 
х„. 

XI 



[V] 



0 



Уп 



0 х„ 

= Х^д^^ + ^2у1 + . • . + Х„.Ул. 
10.6.2 Ехетр1о8 

Ехетр1о 1 : $ф а Гогта яиайгаИса ет йайа рог: 
8е V = (^1, хз), 

= -4^5 - 3X1^2 - ЗХ,Х2 + 6x5 
= ^1 Хз] 



"-4 -З' 




^1 


-3 6 




_^2. 



Са1си1ето5 оз аи1оуа1оге8. 

Р(Х) = ае1 



-4-Х -3 
-3 6-Х 



= X' - 2Х - 33 



X, = 1 - \^ е Хз = 1 + ^34 



Етао ех181е ита Ьазе 0 (яие ё адие1а йе аиЮуеЮгев ёа та1п2) 1а1 цие 
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еп1ао 0(у) = [у, у^] 



1$(о ё, 



1-^34 0 
0 1 +у/34 



У). 
Уг 



т = (1 - + (1 + у/1а)у\ 

Е81а (НаеопаИхадао (1а$ ^^огшаз диа(1гй11са8 (Гогта погта1) 1ет тиИаз 
арИса^оез е ита (1е1а8 $ега у181:а па с1а881Пса9ао ёа8 сбпкав, ^ие аргевеШаге- 
то5 по рг6х1то сардЧЫо. 



10.7 ЕХЕРСГСЮЗ 

1. 8е]а / ита ^огта Ипеаг йе ет К {а! ^ие 

/(х, у) - -X + 2у 

Зе^ат а - {(1, -1), (2, 0)} е /3 = {-1} Ьазез с1е К^ е К гехресИүатеп^е. 8е 



-3 



са1си1е |/(у)]^. 



2. Үепй^ие ве а$ арНса^оев аЬа1хо 8ао Гогта8 ЬШпеаге8. 

а) К^ X К^ ^ К дейтйа рог ВЦх^, у,Х {х^, Уг)) = х, + у^ 
Ь)В:У X V -^К (1ейш<1а рог й(и, V) = <и, ү) . 

3. Ет 2Ь) үосё (1еуе 1ег тозггайо дие Юдо ргойи1о 1тегпо ё ита Гогта Ы- 
Цпеаг, А гесГргоса ё уегёа(1е1га? 



4. 8е М - 



-I 2 
3 2 

та1г12 М. Е51а Гогта ЬШпеаг ё 51тё1г1са? 



, асЬе а Гогта Ь^Ипеаг 5 ; К^ X К^ ^ К а580С1аёа а 



5. Оиа1 ё а таЫг М^хз а58ос1ааа а Гогта ЬШпеаг (1е К^ X К^ -> К яие 
(1а о рго(1и1о 1тегпо и8иа1 (1е К^? 

6. а) 8е^а .4 : К^ X К^ ^ К аейгас^а рог АЦх, у, г), {х\ у' , г')) - а->'' + 

+ хг - ух ~ гу + гг . АсЬе а ташг (1е А ет ге^а^ао а8 Ьазе^ 0 сапб- 
тсан){(1, 1, 1). (1, 1, 0), (0, 1,0)}. 
Ь) 8е]а ^ : К^ X К^ ^ К Штхд^г рог А{{х, у), {х , у)) = ху - ух е 
а = {(1, 1), (-1, 1)}. АсЬе И]^. 



В)Ыю(еса (^е ^ 
С1бпс1а & Теспо! 
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7. Мо81ге о гезииайо аПгтайо ет 10.4.2 е изе е81;е Га1о рага йаг ехетр1о5 Ле 
Гогта$ ЪШпеаге$ $1тё(г1са8 В:К^ X К. 

8. а) 8е]а АЦх, у), (х\ у')) = Зхх' - уу . АсЬе а Гогта яиабгаИса 

б : К а$$ос1аба а А. 

Ь) Зе]а 0{х, у) = 2х^ + 4ху - у^ . АсЬе а тагп2 ба ?огта ЬШпеаг а850с1а- 
(1а. 

9. Зе^а у) = х^ + \2ху - 4у^ . Ве1егт1пе ита Ьазе |3 1а1 яие 



*1 
У1 



е 0(у) = гх\ + Ъу] 



10. 8е Л е ита Гогта ЪШпеаг 81тё1г1са е б а Согта ^иайгаИса а830С1ада а е1а, 
то81ге ^ие 



11. Ута Гогта ^иайгаИса б е сЬатайа розШуа йе^тШу зе рага 1о(1о 

V 0, е(у) > 0. 

а) Сото (1еүет $ег 08 аи1оүа1оге$ (1а та(г12 с1е ита Гогта ^иа(1га(1са р081- 

Цүа (1еГш1с1а? (Репзе па та1п2 (11"а§опа112а(1а.) 

Ь) А Гогта циа(1га11са 2 : К.^ *• К. <1а(1а ре1а та1п2 (ет ге1а^ао а Ьа8е 

сапбшса) 

"1 2 
2 -4 

ё ро&Шуа с1е^пШ1 

12. Мо51ге дие зе В{\, \у) ё ита Гогта ЬШпеаг 51тё1г1са си]а Гогта ^иа(1га{1Са 
а$8ос1а(1а ё розШүа де11П1(1а, еп1ао В{у, у^) ё ит рго(1и1о 1п1егпо. Сотраге 
сот о Ехегс1с1о 3. 



13. Соп81(1еге о соп^ито V*, Гогта{1о рог Юдаз а8 Гогтаз Цпеагев Т:Ү К, 
опде К ё ит езра^о уе1;опа1 (1е (11теп8ао п, е К* ё сЬата(1о с1е езрадо (1иа1 
ае V. 

а) Мо81ге цие V*- 6 ит е8ра90 үе1ог1а1. 

Ь) Мовгге ^ие, ёа(1а ита Ьазе у^, у„ (1е а8 Гогтаз 7/ : К К йе- 
Гт1(1а8 рог Г,(у;) = 0, зе I / е Г/Су;) = 1, зе I = л Г^огташ иша Ьа8е 
ае V*. 

с) СопсЫа Йпа1теп1е цие К е V* 8ао езра^ов уе1опа18 18отогГо8. 



Роппав Ы11еаге$, ВШпеагез е Оиа(1га11са8 



10.7.1 Яе$ро$«а$ 
1. ИЩ = [11 



3. N30, ро18 В(и, \) ф В(у, и) е о рго(1и1о 1п1егпо ё соти1аг1уо, ои зе^а, 
<и, ¥> = <ү, и) . 



1 0 
0 1 



оп(1е а^у = лу/ 



7. [В\% 81тёШса. [Л]^ = Г" ' ' ' ^ 
« а |^д„, . . . 

Зе^а « = и,, . . хп] 

^ = [Уи ■■■,Уп] 

п п 

Еп1ао В{и, ^) = ^ Х ^4^*^! 

/=1 /=1 

п п 

е 5(у, «) = 5] 5] ^ а(119ао ё соти1а11уа е а^ ~ а^ 1ето8, 

/ = 1 1=1 

(1еро18 (1е (госаг 08 шдгсез / е /, 
/п п 

ВС^. «) = Е Е '''/^^>'/ = ^(". ^^^а 

/=1 /=1 

Аеога, зе^а В 81шё1г1са. Ешао В(и, V) = В(у, и) 
Ва1 оЫето8 2. X ЦХгУ/ = X X ''^■«/^' 

/=1 1=1 /=1 / 

1пүосап(1о 1П(11се8 а ШгеИа, гето8 



/=1 1=1 



/=1 1=1 



Сошо 1810 ё уаИ(1о рага (о(1о8 08 уе^огез и е V, 
д,у = Дуү е [В]^ ё 81тё*пса. 
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Ехетр1о : Зе^а 



[В] = 



0 1 0 0-1 

1 0 2 0 0 
0 2-100 
0 0 0 0 0 

-I 0 0 0 3 



В(и, V) = Х1У2 - ХхУе + Х2У1 + ^х^Уз + '^ъУг - ^зУэ - ^5>'1 + ^х^у 



е (3(у) = -8х? + 5у\ 

11. а) 08 аи1оүа1оге5 зао 1одо& пао пеёа11Ү0$. 

_ _3 ± ^41 

Ъ) Као, ро18 08 аи1оүа1оге5 8ао ^ 



X, 
У1 



\я\ХМ9& $идег1(1а8 е Яе^егепс1а$ 

^ На1тО!*, Р.; РтИе 01тепйопа1 ҮесТог 8расе8\ Үап Мокйапа КетЬоЫ Сотрапу, 
^е\у Үогк, 1958. 

2 НоГГтап, К. е Кипге, К.; А^ееЬга Шеаг; ЕйИога РоЬёопо, 5ао Раи1о, 1971. 



С1А551РГСАСАО ОЕ 
СбМ1СА5 Е диА0К1СА$ 



11.1 |^твооидДо 

Ые51е сар1!и1о е81агето8 1п1:еге55а(1о8 ет Г1§ига8 до р1апо ои йо евра^о 
К^, 151о ё, ет соп]ип1:о$ йе роп(08 по р1апо ои по е^ра^о, си^а^ соог(1епада8 
8а(1$Га2еш сег1:а8 ргорпе(1а(1е8. Рог ехешрЬ, о 8иЬсоп^ип1о 

{{х, у)^К^ :х + у = \ } 

роёе аег герге8еп1:адо вгайсатете, сото то8(га а Р1§ига 11.1.1. 




Р1дига 11.1.1 
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Ои4го ехетр1о ё {{х, у, г) Е : х = 2 е у = 1} си^а гергеэеп^а^ао 
^аПса ё 




ү 



р|дига 11.1.2 



Е5(агето$ рагиси1агтеп(е 1п(еге$5а(1о$ ет езшЛаг 5иЬсоп^ип(о$ де (1а Гог- 
та 

5 {(X, у) е :Р,{х. у) = 0. Рк(х, У) = 0} 

е 8иЬсопзип(08 йе йа Гогта 

5 = {(х, у, г) е К^:Р,{х, у, г) = 0, Рк(х. У. ^) = 0} 

А8 еяиа^бе» Р^{х, у) = 0, Р]с{х, = 0 (ои Р^^х, у, г) = 0, 
Р]^{х, у, г) = 0 по сазо <1о екра^о К^) зао сЬатайаз едиаддез сагШгатв ба 
П^ига ^ие о сопз'ип!о йе(егтта. ОЬхегүе ^ие е81а8 е^иа^без ге1ас10пат ах 
соог(1епада$ сап6п1са8, 181о ё, соог(1епа(1а8 ет ге^а^ао а Ьазе сап6п1са (1е 
(ои К^). Ргедйеп(етеп1е, (1а-5е арепа8 а8 е^иа^бе^ саг(е$1апа8 да П^ига. 

11.1.1 Ехетр1о$ 

ЕхетрЬ 1 : Родето8 с1е8епЬаг а йеига по р1апо си]а ециа^ао саг(е81апа 
(ет геЫ^ао а Ьазе сап6п1са) € у - х^ =0. 

А Г1§ига ре(11(1а ё о 5иЬсоп]ип1о 5 = {{х, у) :у - х"^ =0}, соп8(1- 
Ьххйо ре1о8 роп(08 до р1апо, (1а Гогта (х, х^). Рог(ап(о, 




Р!дига 11.1.3 
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Ехетр1о 2: Рага (1е5епЬаг а Яёига по евра^о си]а сдиа^ао саг(е81апа ё 
у - х^ =0, деуето8 заЬег ^ие а йеига ресИда ё о 8иЬсоп^ип(о 

= {{х, у, 2) :у ~ х^}. ^о(е ^ие г ро(1е а88ит1г яиаЦиег ¥а1ог. 




Р1дига 11.1.4 

ОЬкегүе ашЛа цие а8 е^иа^без саг(е81апа8 (1о8 (1о1$ ехетр1о$ ап(ег1оге$ 8ао 
арагеп(етеп(е а$ те$та$. 

АпаИ$ето8 аеога о ^ие асоп(есе диап(1о а8 е^иа^бе^ саг(е$1апа8 8ао (1е 
(1ро$ е8рес1а1$. Сотесето8 сот о (1ро та18 $1тр1е8, ои $е]а, а$ е^иа^бе^ 
Р{х, Д') = 0 (ои Р{х, у, г) = 0), (1е рг1те1го §гаи. 



11.2ЙЕТАЗ N0 РЬАМО 

11.2.1 ОеЯп^^ао: ^та ге1а по ркпо ё о соп)ип(о (1о$ роп(08 {х, у) (1о 
р1апо сц]а5 соог(1епа(1а8 ет геи^ао а Ьа$е сап6п1са 8а(18Га2ет а е^иадао саг- 
(е$1апа 

Ах ^ Ву^С 

оп(1е ^4 0 ои В 0. Тето8 а8 8е§и1п(е8 ро$$1ЬШ(1а(1е$: 



0 А Ф 0 й В ф(^\Лх Ву = С 



п) А = 0 е В Ф 0; Ву = С 



(0, С/в) 



(0, с/В) 




Р!дига 11.2.2 
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нҮ) А Ф 0 е В = 0 
Ах = С 



Идагл 11.2.3 



{С/А, 0) 



11.3Р1АМ08 N0 ЕЗРАфО 

11.3.1 ОеИп\(^о'. 1)т р1апо по е&радо ё о соп^ип^о (1о£ роп1о8 (х, у, г) 
(1о евра^о си]а$ соогдепа(1а5 ет ге1а9§о а Ъаке сапдп1са $а(1$Га2ет а е^иа^ао 

оп(1е А Ф 0 о\х В Ф 0 ом С Ф 

Ё с1аго цие е^га дейп^^ао а^ёёЬпса (1еүе С01пс1(11г сот а ёеГш^^ао %ео- 
тё(г1са (1е р1апо. Соп$1дегето$ ит роп(о ^иа1^иег (хо, Уо., г^) (а1 ^ие 
Ах^ + Вуо + С2о + ^ = 0 (хетрге ех151а). Еп1ао а ециа^ао ^х + + Ог + 
+ = 0 ро(1е 8ег е8сп1а, 5иЫгаш(1о-8е а рготе^га (1а $едипда, 

0 = ^ (х - хо) + ВО - Уо) + - 2о) 
= {{А, В, О, (х -Хо,у - уа, 2 - 2о» 

опйе (, > герге5еп1а о рго(1и1о ш!егпо сап6п1со ет К^. Оз ропШв (х, у, г) 
дие заИзГахет а е^иа^ао 8ао (х, у, 2), ёе 1а1 то(1о цие о уегог (ИГегеп^а 
V = (д: - Хо, - ^'о, 2 - Го) 8е^а огЮеопа! ао уеЮг {А, В, С). (Уе)а а Р!§ига 
11.3.1.) Ыо согге5роп(1е а А&йпщяо ёеотеЧгюа де ит р1апо ^ие раква ре1о 
ропю (хо, Уа, 2о) е гет {А, В, С) сото уеюг погтаЬ 



У/ ') 
в, С) 




ио/ ко, 'о) 



Р!дига 11.3.1 



Ра5$ето$ а§ога а апа11$аг о ^ие асоп(есе ^иапёо а е^иа^ао сагге$1апа ё 
(1е 8е§ип(1о егаи. 
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11.4С0М1СА8 N0 Р1Л^0 

Рага 1га!аг с1а$ сбп^саз по р1апо (1е Гоггаа а(1е^иа(1а ргосе(1егето8 е81и(1ап(Зо 
й^игах радгао е, аггауёх ёа ШаёопаИга^ао (1е Гогтаз яиа(1гаг1са8 а550с1а<1а8, 
то$(гагето$ яие а$ е^иа^оез герге$ел(ат ита (1а$ ЙЁигаз радгао сепгга(1а, 
ро$$1үе1теп(е, ет ои(го геГегепоаЬ 

11.4.1 ОеНЫ^ао: ита сдтт ет ё ит соп]ип(о де роп(о8 си]а8 
соогдепа(1а$ ет гек^ао к Ьа$е сапдп1са $а(18!а2ет а е^иа^ао: 

Ах^ + Вху + Су^ + Ох + Еу + Р = 0 

опде А о\1 В ои С Ф 0. 

ОЬзегүе ^ие а едиа^ао да сбп1са епҮо1уе ита Гогта ^и&й1йИсз.,0(х,у) = 
= Ах^ + Вху + Су^ , иша 5огта Ипеаг, 1(х, у) = Ох + Еу, е ит (егто соп8- 
(аШе У*". 181о ё, а е^иа^ао ^ие ёеГше а с6п1са ё: 



&х, у) + 1{х, у) + Р = 0. 



11.4.2 Ехетр1о$ 

агсип/егёпш 



х^ + у^ = г 



А = С=\ 

В = 0 = Е = 0 

Р= -г^ 



£1ф8е 

^=^,С = 7т;о>0, г?>о 

В = 0 =Е = 0 
Р = -\ 
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ШрегЬо1е 




А 


1 

" ' 


С 








В 


= I) = 


Е 


Р 


= -1 





РатЪок 




Тето8 ашйа о5 савов сЬатаао8 девепегадов 
Раг геш сопсопепш {Н^рёгЬок ^ееепега^к) 

V 





Раг ае геш рагаШ^ {рагаЬок йе^епега^^а) 











-л 






л 











ах^ ~ Ь = 0 

а>0 

Ь>0 
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(/та ге1а (рагаЬо1а (1е^епегас1а) 



х'' =0 



1/т рошо (еИрхе (1е^€пет(^а) 



Уагю {еИр$е ои рагаЬок с1е^пепи1а) 



ах^ + Ьу^ =0 
а > 0 
Ь>0 



дх^ + Ьу^ + = 0 

а>0 

Ь>0 



А8 е^иа^без (1а$ сбп1са8 а^и! аргевепЫав еЛао па "Үогта ге^игШа", 
1810 ё, В = 0; X А Ф 0, О = 0 С Ф 0, Е = 0. Уегетов а 8ер11г, а1гауё8 
йе ита тиёап^а с1е геГегепс1а1 соп¥еп1епее, ^ие Юйа сбгаса еота ита да» 
Гогта8 со1оса(1а$ ас1та. 

Е81ато8 1п1еге88ас1о8 щт па» с6п1са8, деГш^да^ а18еЬг1сатеп1е. N0 еп- 
1ап1о, саёа сбшса роЛе зег регГе14атеп1е сагас1ег12ааа рог ргорпейадез ^ео- 
тё1пса5 (рог ехетр1о, а еИрзе ё о Шеаг с1о8 ропЮз <1о р1апо сц]а 8ота с1а8 
(1181апс1а8 а (1о18 роп1о8 йхов (Госов) ё ита сопв^ате). О 1га1атеп1о ееотё- 
{псо (1а8 с6п1са8 цие ё а Гоппа сото е1а5 Гогат 1п1го(1и21{1а5 ре1о8 е^е^о$ зсга 
(1а(1о ет 11.7. 0 е5Шс1о дав сбшсаз Геко а рагИг де зиаз ргорпес1а(1е8 зеотё- 
1:пса8 ё тш1о ЬопКо е 1ет ти1*а8 арНса^бев. Уа1е а репа үег! 

В|'Ь!Ыеса с^е 
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11.4.3 Ехетр1о$ 



ЕхетрЬ 1: 2х^ - 5у^ - 7 = 0 
2«' 5/ 



= 1 



£_ >_ - 1 
1_ ~ 1_ 

2 5 

*2 





= 1, ^ие ё ита ЫрёгЬо1е 



ЕхетрЬ 2\ + д'^ - - 2у + 8 = 0 
(;с - 3)2 + 0; - 1)2 = 2 

опде Х\ = X - Ъ е 

•^' ~ " ^ агсипГеюпаа йе га1о ^2^© сеп1;го (3, 1). 

Соп$1(1егето$ а^ога ит ехетр1о та1$ сотр11са(1о. 

Ехетр1о 3 : 

Оада а е^иа^ао па Ьазе сапбпка а ёе : 

2х^ + 2у^ + 4ху + 4\^;с + 12>/2з^ -8 = 0 

П0880 оЬ^ейуо, та15 ита үег, зегЛ (1е1егттаг дие Гщига е81а сдп1са гергекеп^а 
по р1апо. Рага 1x10, ргес15ато8 ш1с1а1теп1е еИт1паг 08 1егт05 т18(05, до Иро 
ху, аиа¥ё$ Ла (ИаеопаИга^ао (1а Гогта ^иадгаИса. 



19 Рахю: Е$сгеүепдо а еяиа^ао ал(ег1ог па Гогта та(г1с!а1, (еток 

[ху] 



2 2 
2 2 



][;] + [4^ 12^2] [;]-8 = 0 



2? Ра58о: Үато8 са1си1аг оз аи1оуа1оге8 е 08 аи1оуе1оге8 ог(опогта18 да т'а- 

1ш 



2 2 
2 2 



ДХ) = 



2-Х 
2 2 



(2 - Х)2 . 4 = -4Х + X' 
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Еп(ао 08 аи(оүа1оге5 $ао 0 е 4. 



ЗаЬетоз 10.6.1 яие пе8(а поуа Ьахе йе аи(оүе(оге8 ^ = , Үз }, а Гогта 
^иа(1га(1са 



е(у) = и у] 



оп(1е [ү]^ = 



86 ге(1и2 а 



4][;;]«М(!=[;;] 

5? А/5$о: А^ога ргесхзатоз йе(егттаг а геи^Зо ^це ех18(е еп(ге [ е Г 
е 8иЬ8(1(шг о ге$и1(а(1о па раг(е Нпеаг йа еяиа^ао йайл. Ь ^ I Л 



Ду) = [4\^ 12>/2"] 



Ма8, 
Ьо^о 



= [/] 



аиГоуе^огех 
сапдп1са 



Ху 
У1 



X 




-1 
Л 


1 




-"^1 


У 




1 

/I 


1 




У1 

— 



4? Равю: А е^иа^ао оп^па1 8е кйш. а 



-1 1 
/2 /Т 
_Л 1_ 
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Ау\ + 8x1 + 16>', - 8 = 0 
Я + 2*1 + 4;^, - 2 = 0 

Е51а йНта е^иа^ао гергезепга а с6п1са ет геЫ^ао ао поүо геГегепс1а1 Согта- 
(1о ре1а8 ге1а8 яироЛе <1е у, е Үг, сото то51га а Пдига 11.4.1. 



р|дига 11.4.1 



Уатоз ашёа шггоёиг^г иша поүа тидап^а ёе соогдепаёаз рага ^депИйсаг а 
сдп1са. Е1а 8ега ёас1а рог ита (гап$1а9ао (1о геГегепс1а1 ас1та. 

59 Ра55о: Рага "е11т1паг" оз 1егто5 1шеаге& опде 1810 ё ро851¥е1 (Л Ф 0), аеги- 
рато8 08 1егто8 у] + 2х, + Ау^ -2 = 0 соп¥еп1еп1етеп1е. 

О? + ^^», + 4) - 4 + 2x1 - 2 = 0 
(у, + 2)2 + 2(х, - 3) = 0 

Тогпапёо Хз = X, - 3 е =;^1 + 2, оЫетоз ^1 + Зх^ - 6 = 0 ои Гша1тете 

А881т, а еяиа^ао ас1та герге8еп1а а с6п1са ет геи^ао а ит поүо геГе- 
гепс1а1 /?з, оЬИёо рог ^гапвЫ^ао е ро(1ето5 Гша1гпеп1е ШепИЯса-к сото 
8епс1о ита рагаЬо1а, сопГогте тсИса а Рщига 11.4.2. (Уе^а 11.4.2 /V.) А ог1- 
еет (1е8(е йШто геЬгепсха! вега х^ = 0 е = 0, 181о ё, х, - 3 = 0 е 
У1+2 = 0, 
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Уг 



У1 



р|дига 11.4.2 

Аеога 1гето8 Гогтикг о ргосесИшепЮ еега! йе с^азхШса^ао да8 с6п1са8, 
е81аЬе1есеп(1о ет аебШе^ о ^ие деуе 8ег ГеИо еш сайа ра880. 

11.4.4 Ргоое(1|тето Сега1 Ое С1а58!Ясафао йал Сбп1сав: Т>айа а е^иа^ао 
(ет соог(1епа(1а8 сап6п1са8 йе К^) 

Ах'' + Вху + Су^ + Ох + Еу + Р = 0 (А ои В оиС Ф 0), 

рага асЬаг яие Пеига е1а герге8еп1а по р1апо, аеуетоз ргосе(1ег ^о ве^и^Ше 
тос1о: 



7? Рахю: Езсгеүетов а еяиа^ао па Гогта та1пс1а1: 



[ху] 



^ 2 

^ С 
2 ^ 



+ Р =0 



7Р. Ра5&о\ В1а8опаи2ато8 а Гогта ^иаёгайса рага еИт^паг 05 1егто8 т181о8. 
Рага 1810, ргес18ато8 епсоШгаг 08 аи1о¥а1оге8 Л, е Ха е 08 аиЮуе^огез огЮ- 



погта15 ү, е (1е 



4 с 



ЗР. Ра5$о: 0Ь1ето5 а8 поуав соог(1епа(1а8. Рага 181о, ргеа8ато8 рага 8иЬ5Й(шг 
ла е^иа^ао (1е 



= [/] 



аиЮуеЮгех 
сапбтса 



У1 
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49 Разю\ 8иЬ8йги1то8 аз поуаз соогйепадаз па е^иадао, оЫепдо а еяиа^ао 
па поүа Ьазе {Ү1 , Уг } 



^1 



Гл, о1 

.0 






+ \п Е\ т 


аишаоге$ 
сапдтса 




ои 5в]а, 


А1 




+ Ьу1 + Р 


= 0 



+ Р=0 



59 Раззо: ЕИт^патоз 05 1егто8 Ипеагез Лаз соогдепайаз си]08 аи1оуа1оге8 8ао 
пао пи1о8. Тетоз еп1ао 1гё8 са$08: 

0 Л, е Хз 0. 

Х,;с? + ах1 + \2У] + Ьуг + Р =0 



2X1 



4X1 
а 



2\, 



4Х, 



8е]а Х2 = XI + ^ е Уг = У1 + 1ето8 еШао Х^х! + Х^Уг + ^ = 0 
2Л1 ^Ла 

(^ие ё ита {1а8 е^иа^оез 11р1са8) опёе 



4X1 " 4X2 



к) X, 0 е Хз = 0. 

Х^х] +0x1 + Ьух + Р = 0 



Тогпапао Х2 = XI + е У2 = У\, 1ето8 

\1Х1 + Л^-з + / = 0 

(цие ё ита (1а8 едиа^бе^ (ф^саз) опде 

^ 4X1 

ш) Х1 = 0 е Хг Ф 0. (51т11аг ао ап1ег1ог) 

Сото у1то8, е51е ргосед^тепЮ регтИе-пов, а1гауё8 йе ита гаидап^а бе 
геГегепс1а1, со1осаг ^иаЦиег с6п{са па Гогта (1е ита да8 едиадбев Ирсаз 
(11.4.2). N6816 ргосе850 с1а581Г1сато& а с6п1са, йатоз «иаз (11теп85е8 е р081- 
9068 по р1апо. 



11,4.5 МиИаз уегез, еШгегаШо, е81агето5 1п1еге55ас1о8 арепав ет с/вхя- 
/1саг а сошса дада рог ита ециа^ао Ах^ + Вху + Су^ + Әх + Еу + Р = 0, 
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зет аеГегтШаг 8иа8 с11теп8оез е ^осаИга^ао. Ү,-.апйо зоЫсЮпаг евГе ргоЫета 
йе ита Гогта та18 гарй1а, уашоз ёйсиИг а8 ро581ЬШ<1а(1е5 аие 1ето8 ет Гип- 
9ао йоз 81па18 (1ов аиЮуаЬгез а85ос1ас1о8 а Гогта чиаёгйИса. 



Соп5Шегето8, роЛаШо, 05 аи1оуа1оге8 Х^ е Хз йе 



Сото 



У1то5, оЫегето5 аер018 йа еНт^па^ао йо Хетто ттв1о ита едиа^ао йа Гогта 
(*) Х^х! -Ь \^у\ + аХх + Ъу1 + р = 0 



(I) Уашоз апаИзаг 1П1С1а1тете, а х^Гиа^ао ет чие Х^ 0 е Хз # 0 \е81е 
са80, а1гаүё8 йе игаа ИапзЬ^ао яие ё ^-еИа по 5? ра550 йе 11.4.4, оЫето5 

^1x1 + \2у1 +/=о 

N016 ^ие зе: 

/) XI е Хз Гогет атЬо8 ромиуоя, 1егето8 рага/< 0 ита еИрве; рага 
/ = 0 ^егетт ит ропЮ (х, = у^ = 0) е рага / > 0 1егето8 о сошиЫо 
уагю (сотраге сот 1 1 .4.2). 
II) 8е XI е Хз Гогет атЬок пеёа*1У08, ^атЬёт Гегетов ита еИр^е ига 

роп(о ои уа210, сопГогте / хе^а ройЦуо, пи\о ои пееаИуо 
ш) 5е Л, е Х^ йуегет 81па18 оро81о8, ройегето^ 1ег ита ЫрёгЬо1е, аиапдо 
/ ^ 0, ои ит раг (1е ге^аз сопсоггеп1е8 8е / = 0. 

(II) Соп81(1егето8 а^ога а зИиа^ао ет яие Л, = 0 (е, рог1ап1о Х, Ф 0) 
Сото у1то8, раПтао йа е^иа^ао (*), сЬееатов а ита ециа^ао: 

^2У2 + ах2 + / = 0 

N0^6 дие: 
|) 86 а 0 1егето8 ита рагаЬо1а. 

/0 » а = 0, роаегето5 1ег ит раг (1е ге^аз рага1е1а5, ита ге1а ои о уаг1о 
(АпаИзе ет Гип^ао ао8 уа1оге8 (1е /, ет чие з^Ша^бев 1810 осогге). 

(III) О саво ет дие Х^ = 0 ё (Ивси^до де тапе^га апа1оеа ао (II). 

Рос1ето8 гевит^г 08 гезиИааоз а4ё ачш оЬййов по 5е8и1ые 1еогета: 



11А6 Теогета: Вайа ита сбшса йеГтИа ре1а е^иа^ао (*) Ах^ + 
+ Вху + Су +Әх+Еу+Р=.0. Зе^ат Л, е Л, оз аи1оуа1оге8 а850с^а(1о8 
а 8иа Гогта диаагаИса; еп1ао: 

0 8е Л, . Хз > 0 е8*а еяиа^ао гергезеп^а ита еИрзе, ои 8иа8 аейепегасбев 
(ит ропГо ои о уагхо). ^ 



298 АЬСЕВКА ЬШЕАК 



н) 8е . Хг < 0 е51а е^иа^ао герге5еп1а ита ЬгрёгЬок ои ша дееепега- 

930 (раг де ге1а8 сопсоггепгев). 
(70 5е XI . Хг = 0 е51а е^иа^ао гергезеШа ита рагаЬо1а ои виаз ёееепега- 

9бе8 (раг де гегах рага1е1а8, ита ге{а ои о үа21о). 

Ро(1ето8 айгтаг цие о бе*егт1пап1е а550с1а(1о а Гогта ^иайгаИса 

— — 

А 

^ ё 1еиа1 ао ргодиЮ де 8еи8 аШоуаЬгек Х^ • Х^- (Уе^а о Ехегс1с1о 

т 

7 ае 7.5). А851т о 8та1 йе X, • Х^ ё о тевто йе -( ^ - АС), ^ие рог 8иа 
үе2 1ет о тезто 81па1 бе -(В' - ААС). Ройето^ а881т геевсгеүег о 1еогета 
ап1ег1ог ет Гип^ао йо "ЛвспттаШе" - ^АС. 



11.4.7 Теогета: Оайа а еяиа^ао: Ах^ + Вху + Су^ + £>х + £> + = 0, 
е8га е^иа^ао по р1апо герге8еп1;ага: 

1*) ита еНр^е ои 8иа8 ёееепега^оех, 8е - ААС <0 
«) ита рагаЬо1а ои 8иа8 ёеёепега^без, ве - 4/1С = 0 
ш) ита ЫрёгЪо1е, 5е 5^ - ААО ^ 



11.5 ОиА0В1СА8 ЕМ 

11.5.1 Ое1|п19ао: иша дт^пса ет ё ит соп]игИо де роп1о8 сча8 
соогйепадаз ет геЬ^ао а Ьа5е сапбшса ваизГагет а е^иадао: 

Ах'- + Ву^ + Сг^ + Оху + Еуг + Рхг + Сх + Ну + /г + ^ = 0. 
сот А ои В ои С ои I) ои £■ ои 154: 0. 



11.5.2 Ехетр1о$ 

ЕИрвдШе 
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Шрег'Ьо1дШе йе ита /о1Иа 




ШрегЬоШёе с1е йиаз /ЫИа5 




РагаЬоШйе еКргко 




у 
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РагаЬо1дШе ЫрегЪдИсо 




X 



Сопе циайгаНсо 




СИт<1го 

8е пепЬит 1егто сот г арагесе па еяиа^ао йг. яиадпса, 1ето5 о сШп- 
(1го. 0 сШпаго "райгао" ё Гогтадо рог ге1а5 огЮеопа^в ао р1апо 2 = 0 ^ие 
ра55ат рог ита сбп1са пе51е р1апо. Рог ехетр1о: 

а) СНШго еИрНсо 




С1а$&Шса$ао йе С6п1са$ е ^иадпсах 301 



Ь) СИтФ-о ЫрегЬдИсо 




с) СйтФо рагаЬдИсо 




А е^иа^ао ^ие дейпе а яиадпса роде герте5еп(аг о соп^ип^о \га.\о 
{х^ = -1), иш роп{о (х^ + 7^ + 7^ = 0), иша ге1а (х^ + У = 0), ит р1апо 
{г^ = 0), 6015 р1апо8 рага1е1о$ (г^ = 1) ои с1о15 р1апо8 ^ие $е 1п1егсергат 
{ху = 0). Е51е8 са505 8ао депотша(1о8 с1е^епега(1о$. Оа тевта Гогта цие Го1 
ГеИо рага с5п1са, то81гато8 а1гауё5 де ита тийап^а де геГегепс1а1 сопуеп^еп- 
4е яие 1:о(1а яиайпса ё де ит ёоз Проз ёе5сг11о8 ет 11.2.1. Ои 5е]а, яиап(1о 
П08 ё дайа ита ециа^ао (1о 29 8гаи ет х, 2, е ргес18ато8 заЬег ^ие й§ига 
е1а гергезепга ет (с1а551йсаг а диа(1г1са) ргосе(1ето8 (1е тойо апа1о§о а 
$11иа9ао ет К^, ге(5и2Ш(1о а едиа^ао е 1п1егрге(ап(1о-а по Гша1. 
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11.5.3 Ехе1лр1о$ 



Ехетр1о 1: Рага с1а551Г1саг а ^иайгка 

-х'^ + 2у2 + 2 - у ^ 100. 

е8Сгеуето8 а е^иа^ао ас1та па Гогша та1г1с1а1, оЫепдо: 



[х у 2] 



-10 0 
0 0 1 
0 1 0 





X 










У 


+ [0 -1 1] 


У 


= 100 


-1 


2 




2 





Са1си1апс1о 05 аи1оуа1оге$ е 05 аи1оүе1оге8 ^а погша112а(1о8 да та1:г12 



-1 


0 


0 


0 


0 


1 


0 


1 


0 



оЫетоа: 

рага X, = -1 ; V, = (1, 0, 0) е = (0, ^ , ^ ) е 

рага = 1 ; Үз = (0' ^ ' ^ ) 
Тешоз атйа 



= [/] 



аиго^е10ге$ 
сапдпка 



опйе 



[/] 



аШоуеКя^ез 
сапдтса 



1 

0 

0 - 



^1 

У1 

0 



аи(. 



0 

1 1 
1 1 



ЕШао, а е^иа^ао да яиас1пса ет геи^ао а о геГегепс1а1 йадо ре1о8 аиЮуеЮгев 

вега: 





-1 


0 


0 


^1 У1 


0 


-1 


0 




0 


0 


1 



^^1 
У1 



+ [0 -1 1) 



1 0 0 



0 - 



У\ 

21 



= 100 
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Ыо ё, 

-х\ -у} -~^Ух = 100. 

Рагетоя а^ога ита поуа тиёап^а ёе соогйепайаз рага еИт^паг о& гег- 
то$ 1шеаге$ опЛе 1$1;о ё ро$$1Үе1. 

-х\ ~ (V, +~- 100 = 0 

1 

8е^а Х2 = Хх, У2 = у^ + ^ 2^ = ; а$$1т, гето$ а вееи^пге ециа^ао: 

^Л>' </г>^ (У?)^ 

Яие герге$еп(а а яиа(1г1са ет ге^а^ао ао геГегепс1а1 оЬидо рог ггапз^а^ао а 
рагйг (1ацие1е до8 аигоуе1оге8, сц]а ог1@ет ё (1а(1а рог = 0, у^ = 0ег2 = 
= 0. Еп1ао 
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Ехетр1о 2: Рага асЬаг а й^ига (1а(1а ре1а е^иа^ао 

2х^ + г^»^ + 2г^ + 2ху + 2хг + 2уг = 81 

ёеуетоз ге8о1үег 



и У г\ 



2 1 1 
1 2 1 
1 1 2 



= 81 



Са1си1ап(1о о$ аигоүа1оге$ е аи1оүе(оге5 гезресиүоа (]а погтаИ2а(1о$) оЪ(ето5 

(\П. \12 . 

^ ^ ,х/3 >/3 ч/З 



Ашда, 



= [/] 



сапдпка 



XI 

У1 
^1 



аиЮ^егоге^ 



оп(1е [/] 



аиЮуегоге$ _ 
сапдтса 



гг 






2 


6 


3 




/6 




2 


6 


3 






/т 


0 


6 


3 



Еп(ао, а ециа^ао 5е 1:огпа 







1 


0 


0 




^1 






г,] 


0 


1 


0 




У\ 


= 81 






0 


0 


4 




2\ 





ои х^ + у\ + 47? =81, яие ё ит еИрюШе. 
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Сото пЗо арагесет 08 еегто5 Ппеаге^, 8е пао езЦүегтов 1п1:еге58аЙ08 па 
ро819ао (1о5 П0Ү05 61X08 тая арепа8 по ГогтаЮ сЗа Я§ига, Ьа8^аг1а са!си1аг оз 
аи1оуа1оге8, евсгеуег а ециа^ао х\ + у\ + Лг] = 81 е ]а 1ег|'ато5 ШепИПса^^о 
а яи^с1пса. 

ТатЬёт по езШс^о даз ^иадг1са5 ет §ега1, 5е 11үегто5 ргоЫегпах опде 
80теп1е а сивзШса^ао (1е51:а5 5е]а 1трог1ап1;е, пао 1п1еге88ап(1о 8иа5 (Итеп^бев 
ои ро819ао по евра^о, ро(1егето8 ге8о1уё-1о8 арепаз е81и(1ап(1о 08 81па18 (1о8 
аи1о¥а1оге8 а550С1а(1о8 а Гогта ^иайга^^са. 8ег1а ти11о 1п1еге58ап1:е ^ие уосё 
{118си1158е 1о(1а8 а5 ро881ЫИс1аёе8, с1е то(1о апаЬео ао ^ие Ы (еНо ет 11.4.5 
рага сбп1са8. 



11.6 ЕХЕВСГС108 

НепИПцие а Пеига е асЬе 8иа роз^^ао циап(1о а 8иа е^иа^ао ё: 

1. Зх^ + 2ху + Зу^ - у/2х = 0 

2. 4х^ + 4ху + у'^ - X = 0 

3. ху + X + у = 0 

4. + ху + у^ -3 = 0 

5. Зх^ - 4у/3ху - / + 207 - 25 = 0 

6. 4ху + Зу^ + 2\/5х + 4\/5у = 0 



7. -5у^ + 2ху - 8x2 + 2у2 = 0 
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8. + 2г^ + 2\/з у2 = 0 

9. 9х* + 16>'^ + 25г^ + 2Лху - 4(к + ЗОу = 0 
МепИГцие а П^^ига. №0 ё песе$5^т!о даг а ро$19ао. 

10. Зх^ + гу'^ + 32^ + 2хг = 2 

11. / + 22^ + З^/Зд^г 0 



11.6.1 Кеврох^ак 



2 2 3 -1 

1. ЕИрве: = 1 ет гек^ао ао геГегепиа] йе сеп1го по роШо {-^Г1Т , 'ПгТ ) 

64 32 



^8%/2 * 8>/2 

е е1хо8 па й^ге^ао йе ( ^ , ^ ) е 72 "а дигедао де (- ^ , ^ ). 




2 2 

3. Н1рёгЬо1е: ^ - ^ = \ ет геЫ^ао ао геГегепс1а1 де сеШго по роШо 

{Х1,У1) = (- \/Т, 0) е 61X08 Х2 па а^ге^ао с1е (-^, е у^ па аие^ао йе 



\ 



\ 



\ 

У1 
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Н1регЬо1б1(1е (1е 2 ГоШаз Аг ециа^ао -Ъх\ - Ьу\ + 47? = 1 ет гек^ао ао 
геГегепс1а1, сош сепио по роп1о (0, 0, 0) е е1х05 х^ па дке^ао (1е 



(- 




9. Еир$61(1е ёе е^иа^ао 125:^2 + ^^ЬуХ + Юбг^ = 3125 ет гек^ао ао геГе- 

гепаа!, сош сеШго по ропГо {х\,У\, ^1) = (0, - •— , 0) е е1хо8 х^ па 

3 4 

(Иге^ао <1е (0, 0, 1), ^а (Иге^ао де (-— , — , 0) е 23 па диге^ао <1е 
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*11.7 РВОРтЕОАОЕЗ СЕОМЁТтСАЗ 0А8 С0^1СА8 




Аз с6п1са5, ои хес^бе» сдп1са5, Гогат е81ис1ас1а5 ре1о8 8ге808 е ёезепуо!- 
¥1ёа8 а рагИг йаз зиаз ргорпейайез 8еоте1пса8. Мш«08 гехиИайох арагесет 
гевишШоз поз 1гаЬа1Ьо8 <1е АроПол^ш (260-170 А.С). 

Рага аргевепгаг езиз ргорпедайев е (1еНп1г а$ сдп1са$ а рагг1г де1а$ үато5 
езгиёаг а1£ил$ ролЮв е ге(а5 е^реаа». 

Соп$1с1егето$ а$ сбпюаз па Гогта радгао: 







(еИр$е) 


(Е) 






(ЫрёгЬо1е) 


(Н) 




= Аах 


(рагйЬо1а) 


(Р) 



5иропНато5 а1лс1а а > Ь > 0. 

Рага а еНрзе е а ЫрёгЬо1е, дейштох 08 ропгок; Гг^-с, 0) е ^■^(с, 0) 
(1епот1пато$ /осоз а ез^иегба е а б^геИа. 

N3 е11р8е Ютатов а ёшапсга /оса1 с = >/л' - Ь^ е рага а ЫрёгЬоЬ 
с = у/а^ + Ь^. 

Ма рагаЬо1а йейштоз о Госо сото &епбо Р(а, 0); 1.е с = в 
(уе]а 11.7.1): 
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11.7.1 




Р19ига 11.7.2 



А ехсепггШйайе е ё деГт1да ре1а ге1а9§[о е = — . 

а 

Елгао, 0 < е < 1 рага ита еПр$е (е = 0 рага а с1гсипГегёпс1а); е > 1 
рага а 1ирёгЬо1е е е = 1 рага а рагаЬо1а. 

А$ Шге1п2е$ Ла е11р$е Е ои да ЫрёгЪо1е Н $ао ак гега$: 

а а 

X = — е X = — 
е е 

(0 сГгси1о пао 1ет ё1ге1г12.) 

А <ИгеГг12 йа рагйЬо1а Р ё йп!са е ё а ге^а х - -а. 

5е па еИр8е ои Ь1рёгЬо1е Иуегтоз 6 > а, а <И8гапс1а Госа1 йса 8еП(1о 

с = \1 Ь^ - а^ е с = у/ а"^ + Ь^ , ге8рес(1үатеп(е, е 08 Госо8 7^1(0,-с) е 

с Ь 
7^2(0. с). А ех(геш1даде ра88а а 8ег с =-г е а8 (Иге(п2е$ у = ± — . 



11.7.2 ЕхегсГсю$ 



1. ЕвЬоое о ^гаПсо с1а$ с6п1са$ а 5е^1г, де1егтшап(1о 8еи$ Госо8, (Иге1п2е$ е 
ехсеп(г1с1даде. ОЪаегуе деро1$ о раре1 §еотё(г1со да ехсел1пс1(1а(1е. 

а) х^ + Ау^ = 100 (1)х^ + у'^ = 4 

Ь) + - 100 е) - 4/ = 100 

^2 Лх^-2/=100 
">25 ^ 9 ^ 
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А)х^ - / = 4 I) = Ш 

I) = X т) Зх* - = 0 

1)У -^х 

2. [>е(егт1ле соп1са$ герге5еп1а(1а$ реЫ е^иа^беБ аЪаахо, епсоп^гапЛо 
1атЪёт 05 $еш Госо$, ШгеЫгез е ехсеп^падаЛе. 

а) 25х^ + 9у^ ~ 72у - 81 = 0 
Ъ) Эх^ - 18^' + 54х - 36 = 0 
с) X = 4/ - \ву + Г6 

3. Оё 38 е^иа^без (1а е11р5е, рагаЬоЬ е ЫрёгЪок "сеп1гаёа8" ет иш роп1о 
Р{т, п) ёо р1ало е сош е1хо$ рага1е1о$ ао$ е1хо$ соогс1епадо$. Ёпсопи:е 
(атЪёт о$ $еи$ Госо$, ШгеМгез е ехселСпаёаЛе. 

4. Мо51ге цце ^иа1диег цие 8е]а о роп!о Р{х, у) $оЬге а еЦр^е ёада по 
ехегс1С10 1с, а $ота (1а$ (11$1апс1а$ бе$(е роп(о ао$ (]о!$ Госо$ ё 1£иа1 а 10. 

Ро(1ето$ а§ога е$(аЬе1есег а$ ргорг1е(1а(1е$ зеотё1г1са$ (1а$ сдп1са$. 



11.7.3 

1. Ё11р$е 2. ШрёгЪок 




тРх)-^КР.Рг)-^^ й(Г1,Р) -й^Р^г.Р) = 2д 

й(/^ь0-й(/^2.е) = -2а 
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11.7.4 Теогета: Соп81с1еге ита с6п1са рабгао (Е), (Н) ои (Р) (1е ехсеп- 
1пс1да(1е е. Еп1ао; 

7)5еО<е<1 (еИр8е), еп1ао рага 4о(1о роп1о йа сбп1са, а зота (1а$ 
(11$(апс1а$ (1е84е ао8 Госо8 гещ о те$то уа1ог 2а (¥1$. 1). 

2) 5е е > 1 (ЫрегЬоЬ), еШао рага 1одо о ропЮ да с6п1са а Ш/егепда 
йав Ш51алаа8 (1е8ее ао8 ао18 Госо8 1ет о шезто уа1ог аЬ$о1и1о 
(Щ- 2). 

3) 5с е Ф 0, еп1ао рага 1о(1о ропЮ 8оЬге а сбгаса, а Ш81апс1а (1е81е ао 

Госо е' 18иа1 а е уегез а (115!а11с1а (1е81е а йиеХпг. (Рособ сИгеИоз сот 
(11ге1п2е5 (Иге^газ, Госо5 е5^иегс1о5 сот Шге^пгех е^яиег^аз. Р1§. 3.) 

А1ёт Ш81о, о цие е Гипс1атеп1а1 ё ^ие са(^а ита с1езта5 рюрпес/аиез 
сагааепга 05 сдпкт, 181о ё, Г) иш сопрпЮ йе роп1о$ йо р1апо яие 8а!18Га9а 
а ргорпе(1а(1е (/) зега иша еПрзе даба ре1а еяиадао (Е), ет геЫ^ао а а!ёит 
геГегепс1а1; 2' ит соп]ип1о 6е ропЮз ^ие уег1Гцие а ргорпеааде (2) 5ега 
ита ЫрегЬо1е (Н) е 3') ит соп]ип*о (1е ропЮз йо р1апо яие ваизГа^а (3) 
8ега ита сбп1са, цие &а118Гага (Е) (Н) ои (Р). 

А581т, сото 5иЬргос1и1о (1е$1а ргороз^^ао ройетоз йаг а8 (^еГт^^без 
^отё(пса8 да$ сдп1са8: 

Сого1апо I: А еИрзе ройе зег с1еГ1п1аа сото о соп^ипю (1о8 роп1о8 с1о 
р1апо сща 8ота с1а8 а181апс1а8 а ао18 роШоз Яхш (Госоз) ё 18иа1 а иша соп5- 
1ап(е. 

N016 ^ие е81а соп81ап1е вега ^^иа! а теШда йо егхо тгш да. еИрзе. 
Рог циё? 

Ехетр1о: ЕпсоШге а еяиа?ао (1а еИр5е йе Госо8 ет (0, 0) е (0, 8) е 
е1хо та1ог шесИпс^о 5. 

Ое1хато8 а^ога езра^о рага уосё: 
0 ОеЯшг ЫрёгЬо1е ре1а ргорпе(1а(1е 2. 

н) ОеЯп1г рагаЪо1а ре1а ргорпес1а(1е 3. 



Сого1апо 2: 
Ех^р1о: 

СогоЫпо 3: 
Ехетр1о: 

Р1па1теп1е (1ё а (1еЯп1?ао еега! (ееотёЫса) (1е сбшса, ре1а ргорпес1ас1с 3. 

В1Ыю(е 
С1ёпс1а & 
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Сого1апо 4: 

01$си(а е. 

А аетоп51га9ао йа ргороБ^^ао 11.7.4. (ои (1о5 согоЫпоз яие е1а епе^оЬа, 
тс1и51Үе 08 ^ие үосё епипсюи) ё ГеИа а раг11Г ёо са1си1о даз Ш81апс1а5. 
ТеШе Га2ё-1а8! ' 

11.7.5 Ехегсюо» 

1. 5е үосё Го55е ^агаше^го е яшгекке аггитаг сапге1го8 еИрисов сото Гаг1а? 

2. ҮоИе ао ехегсшо 4 йе 11.7.2. 0 чие оЬзегүа? 

3. Епсопие а е^иа^ао йа еНр^е сот Госо8 ет (-1, 0) е (5. 0) е 8ет1-е1Х0 
таюг 

4. ЕпсоШге а е^иа^ао йа еИрзе сот Госок ет (0, 0), (0, 10) е 8ет1-е1хо 
таюг 5^5. 

5. Епсоп*ге а еяш?ао да еИрве сот сеШго ет (1, -1), мтьмхо та1ог 6, 

ехсеШгюааде е =-^е ветье^хо та1ог үеПЫ. 

6. ЕпсоШге а еяиа^ао йа ЫрёгЬо1е сот Госоз ет (0, 0) е (6, 0) е е - 2 • 

7. Епсотге а е^иа^ао аа ЫрёгЬо^е сот Госо8 ет (0, -3) е (0, 5) е ит уёг11се 
ет (0,1 + >/10 ). 

8. Епсотге а еяиа^ао йа рагаЬо1а сот уёгисе ет (2, 1) е а1ге1п2 х « 0. 

21 

9. Тгё8 ро81о8 де е8си1а евгао ^осаИгаао^ по8 роШоз ^(0, 0), /*(0,-ц- ) е 
С{Щ , 0), зепёо а ип^ааде 1 яш16теио. т1СгоГопе8 1оса112аао8 пе81е8 
рото8 то8иат ^ие ит геу61үег е81й| кт та18 рг6х1то де А с1о цие де 
С е^кт та18 рг6х1то де В Ао ^ие де А. ЬосаИге а ро819ао йо геу61уег. 
(А ге8о1исао ае51е ргоЫета Ше дагА 1аё1а, рог ехетр1о, ае сото ^е 1оса- 
Ига о ер1сепио с1е ит 1епето1о. 8ао «етрге песе85аг1о8 08 ааао8 ае ие5 

0Ь8еГУа1бГ108 818т1С05.) 

НАКВКА. 5ао РаиЮ, 1977, р. 491 е 497, ои Вег., Е. Са1си1ш, НоИ, ЯшеЬаП апй 
\Үш51оп, 1пс., Ыеи' Үогк, 1967. 
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10. ЕпсоШге аз геШх 1ап§еп1е5 с6п1са5 аЬа^хо по8 роШох 1па1саао8 (и5е 
аег^үа^ао 1тр11С1(а). 

а) 9у^ = х ет (1, -^) с) 25х^ - = 100 ет (-3, 5, 5) 

Ь) х'' + 25>'' = 100 ет (6,-|) (I) / - 25х ет (9, -15) 

11. Сдп1<л& ет СооЫепас1а5 Рокге^ 

и^апао соогаепааав ро1аге8 (л Ө) по р1апо {х = г со&О, у = г зеп Ө) 
е а аеГш^^ао ае соп1са аааа рог 11.7.4, раг1:е 3, уосё ро^е аеаиг1г ае 
тойо 5Ш1р1е$ а5 еяиа^бех ро1аге8 аа» с6п1са5, (отапао о р61о пит Госо 
е о е1хо ро1аг е 5иа ех(еп5ао ао ^оп^о ао е1хо рг1пс1ра1^. 
а) Мо$(ге дие пе5(а5 сопа^^бев а е^иа^ао ро1аг аа5 сбп1са5 ё аааа рог 

^ ~ 1 ± е со5 Ө 

(О 51па1 + ои - ё ааёо сопГогте а а1ге(п2 согге8ропаеп(е ао Госо по 
р61о е8(е]а а ев^иегаа ои а а^геКа ае51е.) 

Ь) Оё ехетр1о8 ае е11р8е8, рагаЬо1а$ е ЫрёгЬо]е8 сош 8иа8 Гогта8 ро1аге8. 

с) \3т соте1а е51а зе тоуепёо ет ита 6гЫ(а рагаЬбИса еш (огпо йо 5о1 
по Госо Р аа рагаЬо1а. Раг-5е ита оЬвегүа^ао ао соте(а ^иапао е1е 
е$(^ по роп(о /^1 а 15 т11Ьбе5 яш1дте(го$ ао Зо1; ита ^е^ипаа оЬ- 
вегүа^ао ё Ге](а диапао е1е е8(а по роп(о ^ 5 шИНбев ае яш15те(го5 
ао 8о1. 

05 5е8теп1о8 ае ге(а РР^ е РР^ вао регрепа1си1аге8. Сот е8(а8 шГогта- 
(^без Ьа аиах бгЬЛаз ро551үе15 рага о соте1а. Епсопие а а18(апс1а та18 
рг6х1та цие о соте(а разва ао 8о1, еш сзаа 6гЫ(а. 
(1) А 6гЫ(а ао р1апе(а Мегсйпо еш (огпо ао 8о1 ё е11р(1са, сот о 8о1 ет 
ит ао$ Госо8, (епдо о 5ет1-е1хо та]ог 36 тЛЬбек йе циибте1го5 е ех- 
сеп(г1С1ааае 0,206. Епсоп(ге: (а) ^иа! ё а а18(апс1а ша^з рг6х1та ^ие 
Мегсйпо ра55а ао 8о1 е {Ь) а та1ог а15(апс1а р088{уе1 еп(ге Мегсйпо е о 
8о1. 

12. Едиа(де5 РагатёМсаз с1а ЕИрве 

а) Мо5(ге яие а8 еяиа^бе^ рагатё(пса8 х = д со5 Г е = 6 8еп /, д > 0, 

6>ОеО</<2я аеЛпет ита еИр5е си^а еяиа^ао ет соогаепааа5 

х^ у^ 
саг(е51апа8 ё + , = 1. 
а^ Ь^ 

Ь) Мо5(ге яие а$ е^иа^без х = асо^ (-2г) е ^ = й со8 {-21), 0 < / < я, 
аеГшет а те5ша еИрве аайа ет (д). Епсоп(ге 05 "үе(оге5-уе1ос1ааае** 



СопчиКе ^с11Ио1<1. ор. сарк. П с 12. 
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П08 са505 (а) е (Ь). = ~^^ ^ ш 
с) и$е о 1Хет (а) рага ^га^аг а раПи де (1иа5 с1гсш1^егёпс1а8 сопсёШпсаз 

2 2 
X V 

с1е Ш05 а е Ь а. еИрзе — + — := 1 . 

13. Ргорпейайе Яе11ехш (к5 Сдтсаз 

11т ехетр1о йе арИса^ао да ргорпедаде геЯех1үа (1а5 сопюаз ё йгйо ре1о8 
е5реШо5 рагаЪбисоБ, що ГогтаЮ ё оЬИёо ре1а го^а^ао йе ита рагаЬо1а 
ет (ошо до зеи е1хо 6я 8Ш1е1па. Та18 е5реШо5 1гал5Гоппат ита ГоШе 
1ишшо5а со1оса(1а по Госо ет ит Шхе де га1о5 рага1е1о8 (сото пит Ьо1о- 
Го1е) ои, гес1ргосатеп1е, родет сопсеп1гаг ит Ге1хе йе пао& рага1е1о5 ет 
иш йп1со ропю (сото по 1е1е8с6р1о). Е81а5 ргорпеёайев 5ао ехрИсаёа5 
рог до18 ГаЮгек: 

() А Ы Г181са ^ие еоүегпа о тоУ1тето с1а8 опёаз (о ап8и1о де тс1(1ёп- 

с1а ё 1^а1 ао ап£и1о ёе гейехао). 
и) 0 (еогета а 8е£шг. 

Теогета: ЗеЗат Р ит роШо де ита рагаЬоЫ е 8 а гега *ап8еп*е а 

рагаЬо1а еш Р. Зе^аш £1 а ге1а 118ап(1о о Госо а е £2 а 
ге1а ^ие ра85а рог Р е ё рага1е1а ао е1хо, еШао 08 ап£и1о8 
(7 е а а 5е@и1г 8ао 1^а15. 



Й2 



Ос ^ апд. етге С е 
Ө = апд. еШге С е Й1 




Оетоп8(ге е8(е (еогета. 

14. Ыит евреШо сот а Гогта (1е ит еНрвбШе (к геуоШ^ао, 1о(1а 1и2 яие 

етапа сЗе иш с1о8 Госоз $е геПе1е зоЬге о ои1го Госо. Ез^е Гепбтепо ё 
ехрИсадо рог с1о18 ГаЮгез: (0 Ье! Г181са с1а геПехао: апёШо де шс1(1ёпс1а 
18иа1 ао апдиЬ йе геПехао, (и) Ргорпеёа(1е "геЯех1Уа" (1а еИр^е цие уосё 
то5(гага а 8е^1г. 
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Е81а ргорпе(1ас1е роде 1ег изоз 8ёпо8 (сото рог ехетр1о пит Ыег) 
ои ]осо808 сото ита 8а1а (1е сосЫсЬоз. (5е е511үегто5 пита 5а1а еИрвоШа! 
1о(1о о 5от, ^ие 1атЬёт ё оп(1а, етапа(1о (1е ит Госо вегй регГе11атеп*е 
аи(]1үе1 по ои1го Госо.) 

Теогета: 8е]ат Р ит роп*о с1а еИр8е е £ а ге1а (апбеп^е а е5(а ет Р. 

Зе^ат а гега Идагк^о о Госо а е а ге1а Идапдо о 
ои1го Госо р2 а Р. Еп1ао 08 апзиЬв Ө еп1ге а8 ге1а5 й е £1 е 
0! еп(ге £2 е £ 8ао 1£иа18. 




Оетоп51ге е81е 1еогета. 



1е|(ига5 $идеп|1а$ е Не^егёпааз 

' Вегх, I.; СаШиг, НоИ, К1пеЬаг1 апй *1пйоп, 1пс., N6* Үогк, 1967. 

^ Кетепу, 5пе11, I. е ТЬотр50п, С; 1п{гоЛ1сИоп ЯпЛе МаГИетаИа; Ргеп11се На11, 

Еп81е№ооа СИГГв, 1957. 
^ РЛотЬеиа йе СагуаШо, 1.; Ы^гЫидао а Л^^еЬга Ипеаг; 1шра, Я10 Йе 1апе1го, 1972. 
4 1л11Ьо1с1, Ь.; О Са1си1о сот Сеоте(гш АпаиЫса; НАКВКА, Зао Р^и1о, 1977. 



КЕ501иСА0 ОЕ 515ТЕМА5 
ОЕ ЕриАСбЕБ 01ЕЕКЕМС1А15 
иЫЕАКЕ5 



12.1 1МТВ00ирА0 

Сопайеге а зееииИе зйиа^ао: ит Го8ие1е ез^а зиЫпйо уег*1са1теп1е а рай1г 
йо 8о1о, зи^еИо а Гогда егауИасюпа! (^ие ё де сипа рага Ьа1хо е зиротох 
соп51ап1е е щиа! а т^), а ита ^ог^а сопзгаШе рага сипа е а шп ипрЫм айь 
сюпа! рага аша, ргорогсюпа1 ао 1етро Г (1есогг1(1о деро18 йо Ы^атепЮ. 
Оие аИцга е1е аИп^е Г 8е§ип(1о8 арбз о 1ап§атето? 

Оепоеапёо рог х а аИига, е изапао о рг1пс1р1о йе ^ие Гог^а ё 1еиа1 а 
шавза үегез асекга^ао (вееипйа 1е1 де КешЮп), ро(1ето8 етегеуег: 

т . ^ + Ы -те 

Ао ге5о1үегто8 евга еяиа^ао 1егето8 8о1исюпас1о о по880 ргоЫета.* 
Е51е ехетр1о Пизиа сото зошоз 1еүа(1о8 а ийИгаг еяиа?ое8 епуо1үеп(1о 
(1ег1¥айа8. А881т сото е81е, тиИов оиггох {^епбтепоз ет Ргяса, ^шшса, Вю- 
1о81а, Есопотга е1с., зао дексгИок рог едиаддеа (И/егепсШк. 



* А гекоШеао Йо ргоЫета е мтр1е$, Ьа81ап<1о тгеегаг диаз уегев а ециадао е 1трог аз 
сопа19ое8 т1с1а15 х(0) = 0 е у(0) = ^ (0) = 0 яепйо у(0) а уеЬсйаЙе шкЫ. 
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N0816 сар1Чи1о, рге8ит1гето5 иш сопЬес1теп1о 8оЬге (1епүада8 с1е ита 
Гип^ао (1е ита уаг^аүе!. Е81агето8 раг1:1си1агтеп4е 1пгеге88а(1о5 па гезоЫ^ао с1е 
8181;ета8 йе еяиа^оез (11Гегепс1а18, опс1е зао атр1атеп1е и1Ш2а(1о8 08 сопсеИоз 
(1е езра^о уеЮпа!, Ьа8е, аи1оуа1оге8 е аи^оуеЮгеа. 



12.2 ЕОУЛдОЕЗ 01РЕВЕМС1А18 

Кциа^^без (11Гегепс1а18 вао а^ие1а8 ^ие ге1асюпат ита Лдп^ао е 8иа8 с1ег1уа(1а8. 
Рог ехетр1о, а8 е^иа^беа 



0 

«) 

ш) 



= Зх 



1 + 



ах 



8ао е^иа^без сИГегепс^а^к. 

Рага ге5о1үег ита е^иа^ао а1§ёЬпса (рог ехетр1о, - Зд: + 2 = 0) 
ргосигато8 пйтегок (1 е 2 по сазо). Рага ге5о1үег ита е^иа^ао д1Гегепс1а1 үа- 
то8 ргосигаг Гип<;с)е$ с^ие ^аИз^а^ат а е^иадао. Рог ехетр1о: 

X = 6 итл 5о1и9ао едиадао |). ита ои(га $о1и9ао (1е /) ё х = + 
+ 5. О (»п]ип(о йе 1о(1а5 а8 $о1и9бе$ йе /) ё ехрге$$о рог д: = + с сопзгап^е. 

X = ё ита зоЫ^ао йе и), ро15 - = Зе^. Ута ои1га зоЫ^ао йе 

и) ё X = 2е^'. 

Ро(1ето8 то81гаг а1пда ^ие а8 зоЫ^ое^ (1е И) 8ао еха(атеп(е аа Гип^бек 
(1а Гогта х = ке^, $епйо к ита соп81ап1е. Тетоз, рог1ап1о, 1пПпиа8 воЫ^беа 
рага И), шш сото ет /). 

8иропЬато8 аёога цие ргес18ато8 (1е ита зоШ^ао ёе и) Ы ^ие л:(0) = 
^ -5. Тето8 еп1ао л:(/) = ке^^ е сото х{0) = -5, ёеуетоз 1ег -5 = Л<?^ * 
о ^ие шгрИса к = -5. Ыо ё, а йп1са воЫ^ао рага о ргоЫета 

1х(0) = -5 (согкИ^ао 1п1с1а1) 



ё :с(/) = -5е^. 
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Ое то(1о ^ега! а$ е^иа^без (1о иро (1е и), ои $е]а, 

530 сЬатадаз (1е едиа(бе5 (И/егепсШк Ипеагех Ното^ёпеаз йе рптет оЫет а 
соеДЫепШ соп81ап1е5 е а(1т11ет сото 5о1и^о ^ега1\ 

X = ке''^. 

Ыо ё, а ехрге$$$о ас1та Легегтша о соп]ип(о йе (ос1а5 а$ $о1и9бе$ (1а ециа- 
$Зо, үаг1ап(1о-$е о үа1ог <1е к. 

Рага сотргоүагшо5 яие геа1теп1е ё «оЫ^ао %е1д\, {1еүето5 соп51(1егаг а$ 
е^Ш¥а1ёпс1а$: 



-йГ-, 



— е "*ах; . е *" = 0 — — т- — = 0 <=» 
X • е"""' = Л(соп$гате) «=» дг = Ле*', е К 



Аёога, ао 1пүё8 де ита йп1са ециа^ао ёИегепсга!, роЛето$ соп$1ёегаг 
$1$1ета$ (1е ециа^бех с11Гегепс1а1$. Е$1агето5 еп1ао ргосигап(1о ит соп^иШо (1е 
Гипдбев ^ие ^аИ^Га^ат $1тииапеатеп1:е үаг^аз е^иа^бе^ Й1Гегепс1а15. СЬашаток 
Ы соп]ип1о (1е Гип^без (1е ^оШ^ао (1о 5151ета ёе е^иа^бе^ (11Гегепс1а15. ҮатоБ 
ргосигаг 1атЬёт о ^ие сЬататоз йе ^оЬ^ао еега! (1о $1$1ета, ^ие ё ита ех- 
рге$$£о дие ^ега (0(1а ^оЫ^ао Ло $1$(еша. 
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12.2.1 Ехетр1о$ 

Ехетр1о 1: Епсопие 1оёа5 а5 Гип^бе^ геа15 д1Гегепс1ауе15 Ху = дг^СО е 
^2 = ДСгС?) ^ие ^аИ^Га^ат о $1$1ета, 151о ё, епсоШге а ^оШ^ао 8ега1 (1о $15гета: 



(§) < 



ёхх 

1Г 

йх^ 



Кею1щао\ 

8е (1епо1агшо$ 



-ЗДС1 + АХ2 
-Х^ +2X2 



X = 



•^2 



чг 



йх^ 

(1X2 



Е$сгеүеп(1о о 515{ета (§) па Гогта таШсха!, 1ето$ 



(1x1 /Ш 


Г-3 4 




- 




-[-1 2} 







ои а1пда, 



^= АХ, оп(1е А - 



-3 4 
-1 2 



ита 5о1и9ао с1е51е 51$1ета ё, еп1ао, ита та1г12 

X = 



сц)о$ е1етеп1о$ 5ао Гип^бе^ ^ие $о1ис1опат о $!$(ета (1е ециа^бе^ (§). 

(1х 

Сот Ьа5е па коЫ^ао §ега1 (1а е^иа^ао = ах, ^ие ё х - ке^^ (Ща 

о Гша1 (1а вес^ао 12.2), үато$ үег 5е ех151е, рага о 51$1ета, ита ^оШ^ао ёо 
иро: 
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X = 







а ' 


_Х2(0 




Ь 



N6516 сазо, са1си1ап(1о , (вто$ 



^^1 
^^2 



ае 
Ье 



Хг 



\ае^^ 




а 


_\Ье^\ 


= X 


ь. 



.Хг 



Рата дие X 5е]а $о1и;Зо» Леүеток (ег = АХ, е йеш Гогта Псато$ сот 



,Хг 



а 




а 


Ь 




Ь 



ои 5е^а, 



Репвапёо ет |^ ^ ^ = V сото ит үе(ог (1е , а йШта ециа^ао $е (ота 



Ау « XV 



^ие ё еха1атеп1е а е^иа^ао Ле аи(оүа1оге$ е аи(оүе(оге$ (1а та(п2 А. 

Сопс1и1то8, еп(ао, ^ие X = үе^' ё во^и^ао Ло и8(ета ве, е $отеп(е зе 
X ё аи(ОУа1ог е V ё аи(оүе(ог с1а та1г12 А. 

РгосигапЛо о$ аи(оүа1оге$ е аи(оүе(оге$ Ле А, 1е5о1үето$ 



-1 2-Х] 
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Ь(о шриса яие X* + X - 2 = 0, ои мза, Х^ = 1 е Х^ = -2. Рага Х^ = 1 оЬ(е- 
^ е, рог(ап(о, ита адЫ^ао рага о 5181ета зега 



то5 о аи(оуе(ог = 



1 



X, = ү,е^»' = 



,1 .Г 



Рага Хг = 2 оЬ(ето8 о аи(оуе(ог = 

= У^е^, 18(0 ё, 

X, = 



е 1егето8 ои(га воЫ^ао, Х^ - 



Сото Х1 # Х2, үето8 ^ие Х^ пао ё тй1ир1о с1е Х^ (ои у1се-уег8а) е сИхетоз 
еп(ао ^ие Х^ е Х^ зао зоЫдоез шс1ереп(1еп(е8 (1о 518(ета. 

А1ёт д15(о, сото үегето8 ет 12.3.1, о сопзип(о да8 8о1и$бе8 



X = 



^2(0 



{1о 518(ета (§) ё ит езра^о уе(ог1а1 V (1е д1теп8ао 2 е, рог(ап(о, диав 8о1и- 
9бе8 таереп(1еп(е8 вегат V. ЬХо ё, ^иа^^иег ои(га воЫ^ао X ё сотЬта^Зо Н- 
пеаг бе Х, е Х^. Ройап(о а хо^и^ао вега! до 818(ета ё: 





' г 




' Л 


X = С1 




е^ + Сз 


1 


1 

. _ 



8епдо С1 е С2 соп8(ап(е5. ^а үегдаде, К ё ит евра^о үе(ог1а1 сотр1ехо (уеза а 
зес^ао 12.3.1) е азз^т с, е 8ао пйшегоз сотр1ехо8. Верепдеп(1о (1о 1п- 
(егезве, рогёт, ро(1е-8е соп81(1егаг арепаз а8 зоШ^оез геа18, (отап(1о с^ е с^ 
геа1$. 

Ои атёа, сото 



X = 



- 








*2 





с,с' + 4с2е'*^ 
Сх(^ + С2е 



а8 Гип5ое8 зоЬ^бев йо 818(ета 8ао 

XI (0 = с^е' + 4сзе-" 



8|Ыю(еса Ое ^ 
С16пс1а 4 Теспо! 

ЦРРе 
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$еп(1о С1 е С2 агЫ(гапо5. 

8е 1три8егто8 ао Ехегар1о 1, соЬсабо ас1та, ав согкИ^бев т1с1а15 

х,(0) = -1 е Х2{0) = 2, 



(еток: 



рага ? = 0 

Г-1 = с, + 4с2 

I 2 = С1 + С2 

^ие 1трИса яие с, = 3 е с^ = -1 



Рог(ап{о, виЬаШитЛо, 

= Зе' - 4с-2' 
\х2 = Зс' - е-^ 

£$1:а ё а йшса $о1и9ао ёе 



^ЛГ, + /Хз 



Ы ^ие х,(0) = -1 е ^^(О) = 2 



N0 ехетр1о апгепог оЬг1үето8 (1о18 аигоуа1оге5 геа18 (1181шго8. 0 8151ета 
зе ге5о1¥е йл тезта тапеиа, по са5о (1е аи(оүа1оге5 сотр1ехо5 ё151:т(05, сото 
Го1 со1оса(1о по ехетр1о аЬа1хо. 

ЕхетрЬ 2: 



Тето8 



А = 



А, = 1 + 2/ е V, = 



= 1 - 2( е 



Рог1ап1о а воЫ^ао 2ега1 е 



X = с. 



С^'*2'')' + С2 



,(1 -20' 



Ат(1а 8е Гаг песе58апо 1п(11саг ои1го ехетр1о 1трог1:ап1е, оп(1е осоггет аи1о- 
¥а1оге8 сотр1ехо8. 

ЕхетрЬ 3: (о8с11ас1ог Ьагт6п1со 81тр1е5) 



977Г77777>777777777777777У 
Р1дига 12.2.1 

Соп51(1егето8 ит согро г1§1ао (1е та88а т рге$о а ита то1а си^а соп8- 
1ап1е (1е е1а511С1(1аде ё к {к > 0). 8иропКато5 ^ие пао Ьа]а а1п1:о е ^ие а 
ша8$а да то1а зе^а ёе5рге21Үе1 еш ге1а$ао а т. Зезаш и о с1е51осатеп1:о йо 
согро е V 8иа ¥е1ос1(1а(1е, 1п1с1а1теп1е, ^иап(1о Г = 0, о согро арге8еп1а-8е (1е$- 
1осас1о (1е щ е рагайо (^о - 0)- 

и$ап(1о а $е§ип(1а 1е1 йе Ые\у1оп, топ(ато$ о 81$(ета 
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си]а$ сопШ^без Ш1с1ш$ 5ао: 



«(0) = «0 
КО) = 0 

Ка Гогта таи1с1а1 



(IV 




0 


к 






т 














\ 


0 



0$ аи(оүа1оге$ е аи(оүв1оге$ йа та(г12 5ао: 



XI = I / — е VI = 
т 



1 



А воЫ^ао еега! с1о 8181ета ё еп1ао 



-1у/1фп 
1 ^ 



= Сл 



/\/ к/т 
1 



-( V к/т 
1 



-{ЛфпТ 



Ьпропйо а$ соп(115ое$ т1с1а18, оЫето$ 

0 ■ -'^ 

"0 



I / С1 - I 

т 



ои 86^3, Сх = сг 



Рог1ап(о, а зоШ^ао ргосигада ё 



2 
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и5ап(1о а$ геЫ^бе^ с1е пйтего$ сотр1ехо$ 

С08 Ө = 



5еп<? = 



2/ 



1ето$ Г1па1теп(е а аоЫ^ао: 



к / к 

т V т 



« = Мп С08 / — Г 

ш 



12.2.2 Яе81а-по8 а1п(1а апаИ^аг о са80 8181ета5 йе 2 е^иа^бе^ ет 
дие а ша^пг А а(1т11:е арепа5 ит аи1оуа1ог X. Тето8 еп1ао диаз 81!иа90е8: 

I) А аёшйе (Зо18 аи1оүе!оге5 е Ы. 

/■/) А айтИе арепаз ит аи1оуе1ог V Ы. 

N0 са80 О оЫето8 (1иа8 8о1и§5е8 Ы, = у^е^^ е = ҮзС^' 
А 8о1идао ^ега^ ё еп(ао 

X = с^у^е^ + с^УгС^ 

N0 са80 п) оЬ(ето$ 8отеп1е ита воШ^ао (1о Иро . Еп1ге4ап1о, рос1ет08 
то81гаг дие ех181е ита ои^га $о1и9ао Ы сот а ап1:ег1ог, (1о Иро 



СзГ + ^2 



5иЬ5Шишёо-а по 8181ета, епсоЫгато^ 08 уа1огев рага с^, с^^й^ е й?2, е 
еп1ао а ^оЫ^ао зега! ё 



X = с^уе^^ + С2 



С1Г + £/, 
С2^ + Й?2 



Еяге тё1о(1о и$адо рага оЫегто8 ита зееипда воШ^ао ё сопЬес1(1о сото тё- 
(0(1о (1а үапа^ао (1о8 рага1пе(10$^. 



* Рага гаа101е8 йеиШев сошиИе, рог ехетр1о, Ра18 Ьете, Р^.8.; Ло^аг с?е Едиадбез 
1)1/егепс1Ш ОгШп&ш, Ьпра, Кк>, 1972; е ЬещМоп, IV.; Едиарбех В^/егепОав ОгШ- 
пЛпш; иүюз Т£сп1(я$ е Оеп(Шсов, К1о, 1970. 



326 АЬСЕВКА ЫЫЕАЯ 



Үосё еШепёега те1Ьог е81е тб1оёо ао геко^^ег о Ехегс1ао 5 кес^ао 

12.4. 



12.2.3 Са$о Сега1: 86 те$о1үето5 а1ё а^и! 8151ета5 йе диаз ециадбез. Ро- 
гёт, Шйо о ^ие Пгетов ройе зег ех1гаро1айо рага п е^иа^бех, сош а$ ас1ар1а- 
9ое8 песе85аг1а8, ТатЬёт пе5!е са50 а ге8о1и§ао ё ша!» 8Ш1р1е8 циапйо оЬ1е- 
т08 п аи1оуе!оге5 Ы. 

ЕхетрЬ 

= 14х + Ьбу - 427 



сИ 

А таШг ё 



= 4д: + 24/ - 14г 
= 10х + 55;^ - ЗЗг 



14 


66 


-42 


4 


24 


-14 


10 


55 


-33 



Са1си1ап(1о 05 аи1оуа1оге5 е аи1оуе1оге8 \Л а880с1ас108, (вто8: 

X, = 2 сот V, = (-11, 2, 0) е Уз = (7, 0, 2) 
\2 = 1 сот Уз = (6, 2, 7). 

Рог(ап{о, а 8о1и91о ^ега! е 







-11 




"7" 




'6 


У 


= С1 


2 




0 


е^^ + сз 


2 


2 




0 




2 




1 



Үато5 апа118аг а^ога 08 са80$ ет ^ие пит 818(ета де (гё8 еяиадбев пао 
соп8е£и1то$ 1гё8 аи(оүе1оге8 Ы рага а таШг А. 

/) 5е о роип6т1о сагас^епхИсо ё (1а Гогта (X - - Ь), е аззос^айо ао 
аи1оүа1ог а сопзееи^гтоз арепаз ит аиЮүеЮг 1А, ргосшатоз ита 1ег- 
се1га аоШдао Ш(1ереп^еп1е бл {'огта 



Хз(0 = 



С,Г + 

+ й?2 
СзГ + й?з 
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й) 5е о роИпбтю сагас1еп5г1со ё (1а Гогта (X - в)^, еп1ао ро(1ето8 1:ег 
(1иа8 я(иа9де$: 

а) ао аи1оүа1ог а езШо а88ос1а(1о5 (1о18 аигоүе1:оге5 Ы, е • ^е81е 
са80 1ето8 (1иа8 «оЬ^без Ы: у^е"' е у^е^^ е ех181е, сото еш /), а 
(егсе1га юЫ^З^о Ы еха(атеп{е сото а (1а(1а ас!та. 

Ь) ао аиЮуаЬг а е^И а85ос1ас1а арепаз ит аигоуеЮг V Ы. Тето8 еп1ао 
ита йп1са зоЫ^ао Ы (1а Гогта Х^ = уе°^ . 

N6816 са$о то81гато$ ^ие ех18(ет та18 (1иа5 зоЫ^бе^ Ы (1а Гогша 



X, = 



Л^и!, сошо П05 Иеп5 ап1ег1оге5, а» соп51апге5, с,-, т,- егс. 8ао (1е1ег- 
пипас1а8 $иЬ8(1(ишёо-$е а8 зо^и^без по $1$гвта. 



+ 






- 


+ + кх 




+ 




е Хз = 




+ Пг1 + к2 










«3^2 


+ ЛзГ + кз 





12.3 ВЕЗОЬирАО ОЕ 518ТЕМА8 ОЕ п ЕОиАрбЕЗ 1ШЕАПЕ8 
Н0М0СЁМЕА8 ОЕ 1^ ОВОЕМ А С0ЕР1С1Е^ТЕ8 С0М8- 
ТАМТЕ8 

Е^га зе^ао епүо1уе ит ргоЫета 8епёг1со, ^ие соп815ге ет ргосигаг ит соп- 
^ип1о (1е п Гип^бе^ геа18 ^ие ^аИ^Га^а, ао $1$(ета: 

= вц^! + . . . + вщХд 

(§) 



йХп 

= ««1^1 + . . . + йппХп 



оп(1е 08 ац $ 8ао соп$(ап(е$ геа1$. ^а Гогша та111с1а1 1ешо$: 



йх^ 



йц Л|2 



Ы2 
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с1Х . „ 
ои -7- = АХ. 



11та зоШ^ао 5ега ита ша1п2 X = 



, сц]08 е1етеп(о$ зао Лш^оез ^ие 



5о1исюпат о 51$1ета (§). 

0 Га1о е$$епс1а1 ^ие те1асюпа $1$(ета$ (1е5(е Иро сот а А^^еЬга Ыпеаг 
ё даёо ре1о (еогета 5е§шп(е. 



12.3.1 Твогвта: 0 соп^ипЮ 5 де (о(1а5 а$ 5о1и9бе5 йо 81$(ета 



= АХ ё ит е^ра^о уе1ог1а1 (сотр1ехо) йе б1теп5£о п. 





^1 




Г "I 


Рюж. Ое Ыо, оЬзегуатов ^ие $е X = 




е Ү = 













5ао $о1и9де5 (1о 



5151ета, еп1ао X + Ү е кХ{к Е.С) 5ао 5о1и9бе5, ро15 

^(^^ ^ = ^+-^=АХ + АҮ = А(Х + Ү) 

Ыо ё, X + Ү ё 5о1и9ао. (Сш ргосе(11теп1о апаЦо^о ё изадо рага то51гаг ^ие 
кХ ё 8о1и9ао (1о 515(ета. 

Уето5 а85т ^ие 5 ё ит евра^о үе1ог1а1 сотр1ехо (зиЬевра^о с1о е^ра^о 
уе1опа1 (1а5 {"ип^ое^ (1ейтда8 ет К сот уа1оге$ сотр1ехо5). Рага то81гагто8 
^ие а д1теп$ао (1е 5^ ё л, 1$1о ё, ^ие ех181;ет п е пао та18 яие п зоЬ^без 
11пеагтеп1е т(1ерепс1еп1е$, ргес18ато8 (1о Теогета (Ь ехЫёпсШ е итсШаЛейе 
5оШ(&> с1е ит зЫета Л едиадбе^ Ш/егепаа^х сот согкИдао тШсй^ш 

12.3.2 А ргоро$19ао ап1епог ро(1е $ег и(1112а(1а рага $е асЬаг а зоЫ^ао 
8ега1 (1е ит 5151ета. А551т, 8е епсоп1гагто8 п 8о1и9бе$ ИпеагтеШе ш(1ерепдеп- 
(€8 (1о $1$(ета 

^= АХ, X...... Х„. (1$1оё^= АХ,-) 



А (1етоп511а9ао (1е51е (еоюта пао аег^ {е11а а^ш, тав зе уосе еШүв! ш^ехе^каЛо 
ет езЪкШа үе^а, рох ехетр1о, Раез Ьете, ор. с11. р. 56. 
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ро(1ето$ ^егаг (о(1а$ а$ $о1и9бе5 с1о $1$(ета, е ^иа1^ивг ита (1е1а$ $ега (1а Гог- 
та: 



X = с,Х1 + ... + <:„Х„ (с/ е С). 

2 Л X 



N016 ^ие са(1а $о1и9ао Х, ё ита та1п2 л X 1 (1е Гип^бе^: 



Х,= 



12.4 ЕХЕВСГС108 

1. иша со16ша (1е Ьас1ёг1а5 сгезсе а ита гагао (11ге1атеп1е ргорогс10па1 ао 
пйшего (1е Ьас1ёг1а5 рге8еп1е$. (5е сЬатагто5 ёе В{1) а ^иап11(1а(1е де 

Ьас1ёпа8 (1еро15 (1е иш 1етро 181о 51§п1Пса ^ие В{1) = к • В({), к = 

= соп$1ап(е.) 8е о пйтего (1е Ьас(ёг1а$ ШрИса ет (1иа5 Ьога$, диап(о (ет- 
ро $ег£ песе88^по рага ^ие (епЬато8 с1пдйеп(а үегез а диап(1(1а(1е т1с1а1? 

N08 Ехегс1с1о8 (1е 2 а 5, (1ё а 5о1и9ао до5 818(ета8 Ипеахез. 



2. || = 4д<-3;- 

сот соп(119ао ш1с1а1 л(0) = 1 , ^'(О) = 2 



3. 



(// 



= -57 



4. 



5. 



-Эх + {9у + 42 
-Зх +7у + 2 
-7х + 17^ + 22 

X + у 
-X + Зу 



В|Ы(о1еса ае 
спо1 
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6. ^шп с1гси1го ЬС, ве^а ит ш(1и(ог де ш(1и(апс1а Ь Иеайо ет мпе сот ит 
сарас11ог <1е сарасИапс1а С Зе^а I а соггеШе ^ие С1гси1а по с1гси11;о е а 
саг^а по сарасКог. 



8иропКато5, ш1с1а1теп1е, ^ие а соггеп(е по с1гси1(о зеза /о в о сарасКог 

(епЬа ита сагеа д^. ЗаЬепдо ^ие а сИГегеп^а ёе ро(епс1а1 по тс1и1ог ё 

С?/ а 
Ь—епо сарасИог ё 1ето5 о 5151ета йе е^иа^бе^ ШГегепс1а18 



Епсопие аз ехрге$$бе$ ёа саг^а е да соггеп(е ет {ип^Зо с1о (етро. 



12.4.1 Пв>ро$г8$ 

2 £п 50 
Йп 3 

2. х{() - Сх^ + Ъс^е^ 

3. х(г) = е-*' 

4. х({) = с,(9 - 41)^ + С2(9 + 41>"'' + Зсз 

д^СО = с,(3 - + С2(3 + + сз 
г(г) = С1(7 - 20е'' + Сз^? + 21>-* + 2сз 



5. £о1и9ао: А та(г12 а5$ос1а(1а ё А = 



-1 



X = 2 е V = 



, о йшсо Ы. ита ^оЫ^ао ё Х, = 



,21 
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Ои(га $о1и9ао Ы ё (1о ^ро 

Х2 = 



С2? + й?2 



ЕтЗо = АХз 



(0 ^ = 



С1 


+ 




<^2_ 




Сг? + 42 



21 



2е 



(с, + Сз)/ + (с?, + ^г) 

(ЗС2 -С,)Г + (ЗС?2 -^,) 



,2/ 



Сото 

е (н) АХг = 
18иа1апс1о (г) е (н), 1ето5: 

2С1/ + 2^/, + С, = (С, + С2)Г + й?1 + ^2 
2С2Г + 2(/2 + (11 = (ЗС2 - С,)Г + 3(^2 - (^1 

Сошо 1$(о ё иша 1(1еп(1(1а(1е (1е роипбп110$, 1£иа1ап(1о о$ соеПс1еп{е$, 
(ето$: 

-С, + С2 = 0, -й?1 + й?2 = С1 , -С1 + С2 = 0 е -(/1 + (/3 = С^ 

Рог1ап(о, С1 = 1, Сз = 1, с?, = 0 е £?2 = 1 е 

А $о1и99о Ёега1 ё 

л(0 = + к2(е^^ 
у(() « ^1е" + + 1)с" 



6. /(0 = аке^^ + /ЗЛс 
(7(г) = ае*' - /Зе-*' 



оп(1е а = 



2к 



2к 



е А: = 



^-сГ 



Ье1(ига$ $идег1с1а$ е Пе(егёпс1а5 

'ВепИеу, 0. е Сооке, К.; Ьтеаг А1^еЬга тгИ 01//егеп1Ш ЕдиаПопх; НоИ, К1пеЬаг1 апй 

\Ут5*оп, 1пс., Ме\^ Үогк, 1973. 
^Ье^вЫоп, IV.; Едиа^оез Ог/егепска ОгсИпаИа^; иугов Тёсп1с»8 е С1еп1ГПсо5, Кю, 1970. 
'Рав Ьете, Р.1.8.; ^ош (/е Едиаддех 01/егепсШк ОпИпаггаЕ; 1тра, К10, 1972. 



РКОСЕ5505 ГТЕКАТ1Ү05 Е 
А1СЕВКА ЫЫЕАК 



13.1 1МткооидАо 

Ет ^иа1^иег ргоЫета сопсгего ё песеязапо пао арепаз хаЬег ^ие ита зоЫ^ао 
ех151е, так СашЬёт сЬееаг а е81а «оЫ^ао еш 1егто5 пишёг1со5. Оз ргоЫетав 
цие арагесеш па рга11са, по еп1ап1о, епуо1ует 1ап1а8 Үаг1ЙУе18 ои зЗо 13о АШ- 
се18 ^ие 1огпат-8е ргаисатеп(е 1тро551'үе15 &е кегет ге8о1У1(Зо8 8ет о изо бе 
гесиг808 сото са1си1адога8, сотриЫогев е1с.. (ТеШе, рог ехетр1о, гевокег 
ит 8181ета Ипеаг йе 100 е^иа^оев е 100 тсбёпИа^.) На песе88!дас1е, ешао, де 
{1е8епуо1уег ргосе8808 питёпсоз дие ро88ага 8ег изадоз ет сотри^а^ао е1егг6- 
п1са. Е$1е8 ргосе8808 роЛет 8ег (11¥1(]1(1о8 ет (]о18 ёгиро^: ргосе8805 еха(08 е 
ргосе8808 11:ега(1У08. 

Рог ит ргосезю еха1о еп1еп(1ет08 ит ргосе880 а1гауё8 ёо ^иа! ве оЫёт 
а 8о1и9ао питёгхса (]е ит ргоЫета рог тею ёе ит пйтего ГшКо де орега- 
9де8 е1етеп1аге$. 0 шё1одо де гевоЫ^ао йе 818(ета8 1шеаге8 рог ге^^идао да 
ша1г1г, ^ие ¥1то8 по Сар11и1о 2, ё ит ехетр1о де ргосе880 питёг1со еха1о 
дие роде 8ег рго^аша(1о е и8а(1о еш сотри1а(1оге8 (етЪога рага е81е Пш 
ех181ат ои1го8 тё1о(1о8 еха(о$ (1е гезоЫфао (1е $181ета8 1шеаге8 дие 8ао те- 
Шогеа, сото о тё(о(1о йе Саи88 ^ие иНИга иша диап11(1ас1е шепог <1е орега- 
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5ое5, ге(1и2тдо о 1етро йе иво <1о сотри1а(1ог е ро881ЬШ1ап<1о, соп5едйеп1е- 
теп1е, иша та^ог есопот1а). 

1Тт ргосе550 НегаНУО (1е гехоЫ^ао (1е ит ргоЫета ё ит ргосеххо ет 
^ие 86 оЫёш иша 8ецйёпс1а (1е 8о1и9де8 аргох1тада8 <1о ргоЫета, 1:а1 дие 
са(1а (егшо (1а 8ецйёпс1а ё оЫ1(1о а раг11г ёо8 ап1:ег1оге8 рог ит ргосевзо Ьеш 
(1е1егт1пас1о е ^ие, пит сеПо 8еп11(1о, е81а "сада үег гаа18 реПо" (1а зо^и^ао 
согге1а до ргоЫегаа. 

А е8со1Ьа де ит ои ои1го ргосе88о (^иапдо Ьоиүег е8(а ро8$1Ыи(1а(1е) 
уа! ёерепёег (1е ита 5ёг1е де Гагогез: ргес15ао (1е8е]аёа (Зо5 ге8и11а<1о5 (е 
а^ш (1еүето8 ге85а11аг ^ие а ехрге58ао ргосе55о ехаХо пао ^иег (Игег ^ие 8е 
епсоп1ге а ге8ро81а согге1а, зет егго а^^ит. Е81е егго яиаве 8етрге арагесе 
па рга11са, ро18 а5 таци^пах са1си1адога8 1ёт арепаз иш пйтего Пп11;о (1е (1|- 
£1108 е а8$1т, еш са(1а орега^ао Ьаүега ит егго де аггес1оп(1атеп1о), (1а сара- 
сШаЛе ^е тет6г1а ёо сотри1аёог егарге^адо, до 1етро де$реп(11(1о ет сот- 
ри1а9ао, с1о ргоЫеша ет рагИсЫаг. Рог ехетрЬ, о ргосе55о ИегаЦүо ё те- 
Шог ^иап(1о а$ та1г12е8 епүо1¥1(1а8 $ао е$раг8а8, 1$1о ё, сош тш(08 2его8, ои 
^иапЛо ех1$1е ита Гдгти1а рага са1си1аг о8 е1етеп1о$ да та(г12, еү1(ап(]о дие 
$е]а песе88апо о агта^епатепЮ е1с. Рог гагбе$ 1ёсп1са$, дигап1е ү1г1о$ апо8 
Ьоиүе ргеГегёпс1а §епегаИ2а(1а ре1о$ ргосе580$ КегаИҮО^, та$ сога о ёе^епүоЬ 
ү1гаеп(о (1е сотри1а(1оге8 еш ^ап(1е сарас1Ла(1е (1е тет6г1а е гар1(1е2, 08 рго- 
се$$о$ еха(о$ Уо1(агат а $ег т(еге$$ап(е$ (1о роп(о (1е ү18(а ргй(1со е, а(иа1- 
гаеп(е, 8ао сотре(1(1үо8 сош 08 ргосе$80$ 1(ега(1үо8. Е$(е8 й1(1то8, по еп(ап(о, 
сопИпиаш а $ег гаиКо 1трог(ап(е$ е $егао 08 ^ие е8(и(1агето$ а^и! а(гаүё8 (1е 
$иа сопехао сот А1£?Ьга Ыпеаг. 

8ирогето$ цие үосё $а1Ьа ит роисо (п£о тиКо) $оЬге Ит1(е8 е зецйёп- 
с1а$ (1е пйтего$. 



13.2 $Еа11ЕМС1А$ ОЕ МАТВ1гЕ$ 

Согае9агето8 соп81<1егапдо игаа 8едйёпс1а 1пПп1(а (1е гаа(п2е8 ёе огёет г х 5, 
Ап Аг, А„, А„ + 1, ...» опде 











\^2> 
«11 


«12 


«1* 








Аз = 
















9 


«Г1 


«^^> 
«Г2 


М 






*>> 

«11 


«12 


Лп) 












"Г1 


Ог2 


й*"> 




, ... 





334 АЬСЕВКА ЫКЕАК 



(А) 



сот Со(1о$ о$ а,у пйтегок геа15 ои сотр1ехо$. Керге$еп(ато$ Ш1 $едйёпс1а 



13.2.1 ОвПт^о: 012ето$ ^ие а $е^иёпс1а {А„}п^К таи12е$ соп- 
уег^е рага (ои зе аргох^та <3е, ои а1п<1а гет сошо ит11е) а таЫг А = [о,у] 
(ёе те$та огйет) яе 08 е1етеп1о5 йая та1г12е$ 5е аргох1тат (1о5 е1етеп- 
(08 согге$роп(1еп(е$ (1а та(г12 А, 1$(о ё, 



Ит 



(и) 



/ = 1, 2, 
/ = 1,2, 



N6816 са5о, и8агето$ а пош^ао 



Ит 



А„ = А 



ои 



Ехетрк)'. 8е^а а $е^йёпс1а {А„}п^^ опде 



А„ = 



1 

п 



Зл + 1 
2п 



Еп(ао, 



А, = 



1 6 
3 2 



А, = 



3 I 



е1с. 



е Иш А„ = 

/1+ 00 



Ут са80 рагиси1аг 1трог1ап1е (1а (^еГш^^ао аШегхог ё циапёо аз та1г12е8 
850 ¥е1оге8-со1ипа, Х„. Ме81е сазо, 



Х„ = 



8е Ит XI - XI рага / = 1,2 г. 





^ X = 











13.2.2 Ое(1т9ао: ихапёо а5 пои^бев с1а (1еГ1т?ао 13.2.1, (11гето5 яие а 
жег/е (^е таШгез (8ота (1е 1пПп1и5 таСгхгев) 

А, + Аг + ... + А„ + А„+, + ... 
1ет сото 8ота ита та1г12 8 е е$сгеүето5 8 = А, + А^ + ... $е а $е^йёпс1а 
{В„}ие^» О"'^^ В„ = А1 + ... + А„ 1ет сото Нт11е а таШг 8, 1$1о ё, 
11т (А, + Аз + ... + А„) = 8 

„+ оо 
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Сото о Ит^ге (1е ита зе^йёпс^а йе та1г12е8 ё Гогта(1о ре1о8 ИтИев боз 
е1етеп1о8, сег1а5 ргорг1е(1а<1е8 (1е Нт11е8 де 5едйёпс1а8 йе пйтего8 1атЬёт 8§:о 
уаИ(1а5 рага 5еяйёпс1а5 йе та1г12е5. Рог ехетр1о, соп51ап1е8 ти1{1рИса11уа5 
ро(1вт 8ег со1осас1а$ Гога йо ИтКе ет 8е^йёпс1а5 питёпса5, 15(0 ё, 
Нт к ' а„ = к ' Нт а„, о тевто уа1еп(1о рага тагпгез. Ыо ё, зе 0, е 



02 $ао таи12е$ соп8{ап1е8, епХ^о 
Нт (0, • А„) = • Ит А, 



Ит (А„ 



02) = (Нт А„) 

Л > оо 



12 > 



6е$6е дие зе^ат ро8$1Уе18 а5 орегадбе$. 

05 гехикас^оз ^ие ^ёт а 8е§шг то51гат ои(га5 хКиа^оез ет ^ис, коЬ 
сег105 а8рес1оз, аз 5е^йёпс1а8 (1е та(П2е5 сотрог(ат-8е сото 5е^йёпс1а5 (1е 
пйтего8. А рг1те1га де1а$ ё ^ие, дадо ит пйтего геа1 ои сотр1ехо д, сот 
\а\ < 1, 38 ро(ёпс1а5 (1е \а\ 8ао пйтегоз саёа уех та18 рг6х1то8 де гего, 18(о 
ё, Нт !о(*' = 0, е рог1ап(о Иш = 0. А1ёт д155о, зе \а\ > 1, Нт пао 



оо 



Л+оо 



ё хего. 

Үосё (1еүе сопНесег а1пс1а ^ие ке Иүегтов ита 8е^йёпс1а йе пйтего8 цие ё 
ита рго^гев^ао 8еотё(г1са йе рг1те1го (егто 1 е гагао а, сот \а\ < 1, еп(5о 
а $ота с1о$ (егто8 (1пГ1п1(о$) (1е8(а рго^ге8$ао ех18(е е ё (1а(1а рог 

1 + д + + ... + + ... = 

1 - а 

Е8(е5 до18 ге8и1(а(1о8 (атЬёт 8ао уаИ(1о8 (сот сег(а8 то(ИГ1са$5е8) рага 

8ецйёпс1а5 с1е та^пгез, сото уегетох поз (еогешаз 13.2.4, 13.2.5 е 13.3.7. 

N0 ^ие 86 8е§ие, е8(агето5 соп51дегап(1о (одоз оз аи1оүа1оге5 йе ита 
та(г12 ^иа(1га(1а А, 1пс1и51Уе 08 сотр1ехо5, тезто ^ие А (епНа арепа8 е1етеп 
(08 геа18. 

13.2.3 Теогета: 8е]а А ита та(г12 циа^^гада г х г. Еп(ао Ит А* = 0 

оо 

(та(п2 пи1а /■ х г) зе е 8отеп(е 8е (о(1о8 08 аи(оуа1оге8 де А (ёт т6(1и1о те- 
пог ^ие 1. 

Ргоуа: 8иропЬато8 ^ие А 8е]а сИаеопаНгауеЬ Ех18(е еп(ао ита та(г12 1пуег8{- 
үе!, 0, (а1 ^ие 



0 



0-'А0 = 



0 

Х2 



0 



оп(1е 08 X,- 5ао 08 аи(о¥а1оге5 (1е А, 18(о ё. 
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А = 0 



XI 0 

0 



• 0' 



Үё-зе Гас11теп(е (рог шёидао) ^ие 



Ё рог(ап1о, 



Ит А* = Ит 0 



0 



0 ' =0 



0 



хГ 



0 



4 



0-> =о|ит 



X? 



4 



10- 



Сото 1X1! < 1, 1X2! < 1, 
е рог(ап(о, 



|Х,-|< 1, еп1ао Цт X / = 0 рага ( = 1, 



Ит = 0 . 0 . 0"^ = 0 

Үато8 то81гаг а^ога ^ие, зе Ит А* = 0, еп1ао |А/| < 1 рага г = 1, . 

ЗиропЬатоз, рог аЬвигдо, ^ие ит (1о5 аи1оуа1оге8, рог ехетр1о о Х^ , 1ет 

тдёи1о та1о1 ои 1@иа1 а 1. Еп(ао, 11т Х]^ ф 0. Бе5$а Гогта 

к-*-оо 



ит А* = д Ит 



оо 



0-1 Ф 0 



о дие сопиад12 о Га1о 1п1с1а1 ёе ^ие Ит А = 0. Рог1:ап1:о, (ойоз о$ аи10¥а- 

к-*-оо 

1оге8 йеует 1:ег т6(1и1о тепог ^ие 1. 

0 са50 §ега1, 151о ё, ^иапбо А пао ё с11а§опа112аүе1, ё ГеЛо тоёо апа- 
1050 80 ^ие, по Ы^аг ёа Гогта й\щот1, ё и^ада а £огта ^огдап. Оеро18, 
(еп(е Гагег е$(а ёетопв^га^ао, сото ехегс1С1о. А (11Пси1да(1е е5(ага ет $е е$(а- 
Ье1есег а ехрге55ао (1а л-ё81та ро1:ёпс1а 6г Гогта де 1огс1ап с1а таи^г А. 

Үе]ато8 та1$ ита ^^Ша^ао ет ^ие а8 8е^йёпс1а& йе та(г12е$ арге$еп(ат 
ит сотрог(атеп1;о $етеШап(е а$ $ециёпс1а$ (1е пйтего$. 
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13.2.4 Теогеша: 5е1а А ита та1г12 аиабга(1а г х г. Еп1ао, Ит А =0 

к 

$е е $отеп1е 8е I - А ё ита та1:г12 Ш¥ег$1\е1 е I + А + А + ... + А + ... = 
= (I - А)"\ оп(1е I ё а та1:г12 1(1еп1:1(1а(1е г х г. 

Ргоуа: ЗиропЬашоз ргтегго ^ие I + А + А^ + ... + А* + ... = (I - А)"', 1810 

ё, чие Ит (1 + А + ... + А^) = (I - А)"' . 

к-*-оо 

РоЛато, Ит (I + А + ... + А* + А*^') = (I -А)-' . 
к^ оо 

8иЬиа1п(1о а8 (1иа8 18иа1(1а(1е8, 1:ето8 

0 = (I - А)-' - (I - А)-' = Ит (I + А + ... + А* + А*^М - Ит (I + А + ... + А* 

к^оо к-*-оо 

= Ит А*'^^ = Ит А*. 

к-*-оо Л-^оо 

8иропЬато8, рог ои1го 1а(1о, ^ие Ит А* = 0. Ре1о 1еогета аШегюг уето$ 

цие 0$ аи1оуа1оге5 {1е А 1ёт т6{1и1о тепог ^ие 1 е, рог1ап1о, о пйтего 1 
пао ё аи1оүа1ог, о ^ие 1тр11са (1е1 (А - 1 • I) 0. Ешао, а та1г12 А - 1 • I 
ё шуег$1Үе1. А8$1т, I - А 1атЬёт ё туег$1¥е1 е (I - А)-' ех181е. Уа1е аш(1а 
а 1(1еп11с1а{1е 

(I + А + А' + ... + А*) (I - А) = I - А**'. 
Ми11:1рИсап(1о ре1а (ИгеИа рог (I - А)- ' , 1:ето8 

I + А + А^ + ... + А* = (I - А)-' - А**Ч1 - А)-' 
Еп1ао I + А + А^ + ... + А* + ... 

= Ит (I + А + ... + А*) = Ит [(I - А)"* - А** '(1 - А)-' ] 

к-*оо к^оо 

= (I - А)-' ро18 Ит А**' = 0. 

к-*^оо 

Кеип1п(1о оз ге$и11:а(1о8 (1о$ (1о18 1:еогета5 ап1ег1оге$ оЫето5: 

13.2.5 Сого1йпо: 8е А ё ита та1п2 ^иа(1га(1а, епШо 05 аи1:оүа1оге5 йе 
А 1ёт 1о(1о5 т6(1и1о тепог яие 1 ве, е 5отеп1е зе а та1п2 I - А ё шуег8|'¥е1 
е уа1е 

I + А + А' + ... + А* + ... = (I - А)-'. 

13.3 ВЕЗОЬиСАО ОЕ 813ТЕМА8 1ШЕАВЕ8 - РКОСЕ880 
1ТЕВАТ1^0 

Үе]ато8, аеога, сото еххех Га1о$ ро(1ет 5ег и5а(1о8 рага гевоКег 5151ета5 
Ипеаге$. Соп51(1егето8 о 51$1ета: 
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I 



1,03л: - 0,02>' = 7 
р,01х + 0,90>' = -5,2 

ОЬ$егүато$ ^ие е1е ро(1е зег со1осадо па Гогта 

X = -0,03х + 0,02у + 7 
у = -0,01х + 0,107 - 5,2 



ои па Гогта та(пс1а1 

X 



-0,03 0,02 



СЬатапдо X = 



■ ■ 




X 


, м ^ 









X 




7 






+ 


-5,2 






N = 


" 7 


0 


е 


-5,2 



, уетоз ^ие ита 80- 



-0,03 0,02 
0,01 

1и?ао ёо 8181ета ё ехагатеШе ит уеЮг-соЬпа X ^ие заИвЬ^а X = МХ + N. 

Оиегето8 5аЬег зе ех181е а^еит ргосеззо ИегаИуо рага йегегпипаг 1а1 X. 
1п1с1ет05 о ргосехзо сот ит уеюг ^иа1яиег Х^ . Рог ехетр1о, Ютеток Х^ = 



8е са1си1агто$ 



Хз = МХ1 + N = 



-0,03 


0,02" 










" 6,97" 


-0,01 


0,10 




0 






-5,21 



е 86 икагтоз о уеШг оЬийо рага оМег Хз, *егето8 



Хз = МХз + N = 



-0,03 


0,02' 




" 6,97" 




' 7 




' 6,6867" 


-0,01 


0,10 




-5,21_ 


+ 


-5,2 




-5,7907_ 



Апа1о8атеп1е, ве ихагтоз Хз рага оЫег Х^ , гегешоз 



- 0,03 


0,02" 


' 6,6867' 


+ 


' 7 




" 6,683585" 


-0,01 


0,10_ 


-5,7907 








-5,845937_ 



8е ет сада раззо ргосеаегтоз апа1оёатепге, 151о ё, ита үег оЬИйо Х„, оЫе- 
то5 Х„+1 ре1а Г6гти1а Х„+1 = МХ„ + N. 1егегао8 тоШааа ита ^ецйёпс^а 
{Х„}„ек <1е үеЮгез-соЫпа. 5ега ^ие еЛе^ үе!оге5 Х„ е81ао «е аргох1тап(1о 
де ит уеЮг X яие 5е]а хоШ^ао с1о 8181ета? Үег1П^ието8 181о. Кагига1теп1е, 
о 8151ета роде хег гекоМдо йе Гогта изиа! (рог ехетр1о, рог виЬзИШ^^ао) е 
а зоЫ^ао ё 

_ 650788 _ -6056 
- 97541 ^ У ~ 947 
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ЕГегиапдо а$ сИугябев, 1егето8 х « 6,6824849 ъ у ^ -5,8520276. Сотраге 
68865 ге8и11а(1о5 сот 08 оЬ11(1о8 ет Х^. 

Зигее ита регёипга па1ига1: ет ^ие сопд^^оез гегетов а гереИ^ао йо 
^ие рагесе асоп1есег пе81е ехетр1о? Ет ои(га$ ра1аүга$, диапдо а зе^йёпс^а 
Х„ 56 аргох1та (1е ига уеЮг. X, ^ие ё зоЫ^ао (1о 8181бта? О рг6х1то 1еоге- 
ша П05 (1ага игаа ге8ро51а а евга регеипга, Гогпесепйо ит тё1о(1о 1гегаг1¥0 ёе 
те&оЬк^о (1е $15(ета5 Ипеагев ^ие заИвГа^а ёе(епАта(1а5 согкИ^без. Ап(е5 с1е 
епипс1а-1о е ёетоп8гга-1о, ргес18ато8 е5(ийаг а гек^Зо епгге а$ Гогта$ АХ = 
= В е X = МХ + N де ит 818гета. 

^огта1тепге, ит 515гета ует ёадо па Гогта АХ = В. Епггегапго, зе 
^и18егто5 арНсаг ит ргосеШтепго зетеШапге ао изас^о по ехетр1о апгбг10г, 
в$га Гогта пао ё 5аг1$Гаг6г1а. Ё ргес180 со1оса-1о па Гогта X = МХ + N. Ьго 
ро(1е 5ег Ге1го Ле үаг1а5 тапе1га$. 11та ёе1а5 ё а ^ие Го1 и5а(1а по ехетр1о: 

АХ = [I + (А - 1)1Х = X + (А - 1)Х = В, 

ои 8да, X = (I - А)Х + В, е епгао готатоз М = 1- Ае^ = В. 0 тодо 
сото 5ао е$соии(1о$ М е N ет Гип^ао (1е А е В ё 1трог1апге па ргаг1са, е 
ет 13.3.9 Үо1гагет08 а сотепгаг езге а55ипго. N0 тотепШ, езгагаов арепав 
шгеге$$а(1о$ па $1гиа9ао ет дие М е N ]а Гогат оЬг1до5 е еШао, соте^агм^о 
сот ит уе1ог-со1ипа ^иаЦиег Х^ , топ1ато8 ита зе^йёпаа {Х„}„£^у Иега- 
Цуатепге ре1а Гбгтик Х„+1 = М ♦ Х„ + N. ^иегето8 заЬег, епгао, ет цие 
(юпЛдбе^ а $ецйёпс1а оЬг1да $е аргох1та де игаа ^оШ^ао йо $1$гета. Сото 
За (11$$ето$, а ге$ро$га ё <]ада ре1о (еогета а $е£шг. 

13.3.1 Теогета: 8е ит 51$гета Ипеаг ё дадо па Гогта X = МХ + 
опс1е М ё иша та1п2 ^иадга(1а га1 ^ие гобо8 о$ 8еи$ аигоуа1оге8 гепЬат т6- 
ди1о тепог дие 1, еп1ао, т1с1ап(1о рог ит уегог-соЫпа яиа^^иег Х^ , а 86- 
9йёпс)а де үегогб8-со1ипа оЫ1(1а ре1а Гдгти1а 

Х„ + 1 =мх„ + \ 

гет сото Ишке ит уегог-соЫпа X яие ё %о\\1<^о йо $15гета X = МХ + N. 
Б12ето$, пе$ге са80, цие а $е^йёпс1а сопүегее рага ита воШ^Зо (1о 81$гета. 

Ргож. Тето$ 

Хз = МХ1 + N 

Хз = МХ2 + N = М(МХ, + + N = М'Х1 + (I + М)^ 
Хд = МХз + N = М^М^Х, + (I + М)^] + N = М^Х! + (I + М + М^)^ 
6, ргосе(1епс1о рог ^пс^и^ао, оЬгето8 

х„ = м«-^х, + а + м + М* + ... + м"-2)^. 

Сото М гет годо$ о$ аи(ОУа1оге$ сот т6(1и1о тепог ^ие 1, ре1о согоЫг1о 
13.2.5 е ре1о (еогета 13.2.4, гето$ 
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Ит (I + М + ... + М"-М ^ (I - М)-' 
Ит м"-' = 0. 

П-*-оо 

РоПапЮ, Ит Х„ = Ит [М"-'Х, + (I + М + ... + М"-ММ = 

= (I - М)^'^. 
Сопс1и1то8, еп4ао, ^ие Нт Х^ ех181е е сЬатетоз 

X = (I - М)-*^ = Ит Х„. 

Я + оо 

Тотето5 аёога о 11т11е ^иапдо п^оо до5 (1о15 тетЬгоз йа щш\йй(1е Х„ + , ; 
= МХ„ + N. Тешоз Ит Х„ + , = Ит (МХ„ + X) = М • Ит Х„ + ои 

ща, X = МХ + N е, рог1ап1о, X = Нт Х„ ё зоЫ^ао ёо х^хеета. 

П -^оо 

0 (еогета ^ие асаЬато$ де үег ё (Гр1со (]о$ (согетаз ^ие арагесет ет 
ргосе550$ ИегаИуох. Е1е ^огпесе ит ргосе850 де соп81ги91[о тесап1са де ита 
5е^йёпс1а ^ие, 5оЬ сег^ах согк^^^оез, аргох1та-5е зо^и^ао до ргоЫета. N50 
ё үап1а]о5о арИсаг тапиаИпеше елез ргосе58о$, таз е81е5 рагесет Ьа51ап1;е 
га2оауе18 ^иапдо ве (И5рое йе ита са1си1а(1ога аи1:отаиса рго8гатауе1. 

Еп!ге1ато, е51:е геогета арге5еп1:а ита Ит^^а^ао тико 5ёг1а па ргаПса. 
Сото уепйсаг сопсге1атеп1;е 5е ита ёайа та1п2 (£ега1теп1:е йе огёет аИа) 
1ет аи1оуа1оге8 сот т6с1и1о тепог ^ие 1? Са1си1аг 05 аи1:о¥а1оге8 вепа ита 
ге5р051а 6ЬУ1а, таз пао 1ето5 те105 рга11С05 е гйрМо5 (1е Гагег 151о сот та- 
1г12е8 Ае огёет а11а (а пао 5ег, 1а1үе2, рог ои1го8 р1осе8505 питёпсо8 11ега1:1- 
Ү05). Үато5 үег, еп(ао, 8е соп8е§^1то8 (1аг ита ге8ро8(а Ьет 81тр1е$ е гйр!- 
Ла, арепа8 ехатшапс1о о$ е1етеп!08 (1а та1г12. Рага 18(о ёеГш1то$: 

13.3ь2 Ое1|п1фао: 8е^а А = [а[^]гх$ ита таи12. СЬататов Ле погта (Ы 
гтШг А е (1епо1ато8 рог ||А||, о пйтего пао пс^Ххуо 

ПАП = шйх У 1ву/1 

ЕхетрЬ'. 8е 




2 -1 
8 0 , 



еШао 11А11 = тах {121 + 1-11, 181 + 101} = тах {3, 8} = 8. 

0 са50 раг(!си1аг да ёеПп^^ао ап(ег1ог ет ^ие а та(г12 ё ит ¥е(ог-со1ипа 
п X 1 ё тиИо 1трог1ап1е е рог 1880 ¥ато5 гереИг а ёеГш^^ао пе81е са5о рагИ- 
си1аг, дапдо ит поте е8рес1а1. 



Ргосе$&о& ае1а11¥08 е А1веЪга Ьшеаг 341 



13.3.3 Ое1|п19ао: 8е]а 

X = 

ит уе(ог-со1ипа. СИататоз (1е погпш йо тахшо уеюг-соШпа X ао пйте- 
го 

11X11 = тах {\х1 1, 1x2!, \х„\} 

ОЬ^епадао: N0 Сар1Чи1о 8, ао Нйагто^ сот е^ра^оз уе1ог1а1$ тип1до$ 
(1е ит ргос1иго 1п!егпо ( , > , (1ето5 о поте де погта ёе ит уеюг V ао пйте- 
го 11у11 = <у, у>. А по^ао дие е5(ато8 арге8етап{1о а^ш пао ргоүёт де ит 
ргойи!о 1п!егпо, та5 сопГ1пиа гесеЬепйо о поте йе погта рог^ие ро88Ш уй- 
па8 ргорг1е(1аде8 ет сотит сот о сопсеко ш1го(1и21(1о по СарГш1о 8. 
Уезато5 а^еита^ ргорпе(1аде8. 

13.3.4 Теогета: Соп51ёегето5 ита 5едйепс1а ае таШгез А„ = щ ]^Х5 

е ита таи12 А = (а./^гхх. га15 ^ие Ит II А„ - А11 = 0. ЕШао Ит (А„ - А) = 0, 

' П -^ОО И * ОО 

ои &еза, Ит А„ = А. 



7^1 



Ргоүа: Тето5 Ит 11А„ - АП = Ит тйх ( у 1а,у -ац\) = 0 
Етаө рага го(1о / = 1, г, 1ето8 

Ит У |4"^-а,/1 = 0 

П >оо 

/=1 

Ма5, $е а 8ота йе гегто8 розШүо^ 1:еп(1е а гего, са{1а ита (1а$ рагсе1а5 (атЬёт 
геп(1е а гего, Ьоео, рага 10(1о / = 1 , г е / = 1 , 5 гето5 Ит 1а}"^ - = 0, 

П +00 

ои 56 |а, Ит {сцР - аф = 0. А551т, Ит (А„ - А) = 0. 

Л+оо ' Л>оо 

13.3.Б Таогета: 8е]ат А е В (1иа5 та1г12е5 (1е те^та огйет е Л ит 
пйтего. 

Г) ПАП = 0 56, е зотете 5е А = 0 

н) 11А + В11 < 11АП + ПВИ 

ш) НХАИ = 1X1 НАП 
Ргоуа: Ра^а сото ехегсГс1о. Ао ргоуаг (н) 1етЬге дие ^ а е Ь 5ао пйтего5, 
еШао 1д + Ы< 1й1 + \Ы ^^^.^^^^^ 

С1бпс1а & Т< 
I 11Г1 
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ОЬвегүе ^ие а$ ргорпеёадез с1о 1еогета апгег10г вао 1гё8 даз ргорпейа- 
ёех с1а погта ЙеЯшйа по СарйиЬ 8. А погта деЯп1{1а а^и!, етЬога пао рго- 
уепЬа ёе ит ргодиЮ 1п1:егпо, 1ет 1атЬёт езхаз ргорг1едаде5. 

Үато8 ргес18аг, атда, де гаа18 ита ргорг1е<За(1е де81а поггаа рага йе- 
топ8!гаг 08 ге8и1Ш(1о8 $е£шп(е$. 

13.3.6 Теогета: 5е А = [ацс]гХ5 в В = [Ьк/^^хг ^"^^ та(Г12е8, 
еп(ао 11А • ВП ^ ПАП • ПВН. 



Ргоуа: Тешоз А • В = [с/у-];.хг опде с,у = ^ а^/^^д- 

к=1 

I г в 

ЕШо ПА • ВП = тах У 1с,у1 = тах ( Ү ! У сцкЬшЬ< 

/=1 /=1 А=1 

<тах [ У ( У \Ь^\)\ = 

/=1 Ы 

= тйх ( у \аа\ у 
к=\ /=1 

<тах [ у 1а,л1(тах у \Ьф] = 
А=1 }=\ 

= (тах у 1а,7ь1) • (тах у 16^^!) = 

к=\ /=1 
= ПАП . ПВП 

Ута 51гиадао рагИсикг <1е81а ргороз^^ао ё ^иапдо В ё ит уе1ог-со1ипа X. 
Тето8 еп1ао ПА • XII < ПАИ • 11X11. Үато8 уег а§ога ^иа! ё а Цёа^ао ^ие 
ех181е еп1ге а погта де ита та1п2 е 8еи8 аи1оуа1оге8. 



13.3.7 Теогета: 8е А ё ита та1п2 ^иаёгада 1а1 ^ие ПАИ < 1, еп1ао 
10Й08 08 8еи8 аиюуаЬгез 1ёт т6с1и1о тепог цие 1. 

Рго^а: Ре1о геогета 13.3.6, 1ето5 ПА^И = II А • А11 < ПаК • НаП < 11А1Р 
е, таииүатете, 11А*11 < ПАН^'. Сото ПаП < 1, 1ето8 

0 < Цт 11А*11 < Цт II АП* = 0 
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ои зе]а, Ит 11А*11 = 0 е, рогито, ре1о 1еогета 13.3.4 Ит а'^ = 0. 

ивапйо, етао, о 1еогета 13.2.3, уето8 ^ие 08 аи1оуа1оге8 йе А 1ёт тбйЫо 
шепог дие 1. 

1пс1шп(1о е81е йШто ге^икайо по (еогегаа 13.3.1, оЫетоз о 8е8шп1е 
1еогета яие Гогпесе ит сг1*ёг1о рага дегегтшаг 8е ит 8151ета 1ет яоЫ^ао 
оЬИйа а1гаүё8 до ргосе880 1!ега11Үо. 



13.3.8 Теогета: 8е М = [Ь^/^гхг ^ таХш 1а1 ^ие ПМП = 
г 

= ^'^^ 1Ь,у1 < 1 е N ё ит үе1ог-со1ипа г х 1, ета:о, ^иа^яиег дие 

/=1 

8е]а 0 үе1ог-со1ипа ш1С1а1 Х^, а зе^иёпаа үе1оге8-со1ипа, йгйа ре1а Г6гти1а 
ИегаИуа Х^ + г = М • Х„ + N. аргох1та-5е (1е иш уе1ог-со1ипа X цие ё зоЫ^ао 
ёо 8181ета Ипеаг X = М • X + N. 

Сото е81е й11:1то ге5и11а(1о роде 8ег и$а(1о па рга11са? Сото ]а сотеп- 
(ато8, ит 815(ета цие погта1теп1е арагесе па Гогта А • X = В хетрге рос1е 
вег со1оса(1о (йе Уаг105 тойов) па Гогта X = М • X + N. А гевоЫ^ао йо 1ео- 
гета ап1:ег10г ре1о ргосехзо 11ега11Уо, ё У1аүе1, йехде ^ие е51еЗа заПзГеЛа де1ег- 
тШйа сопсИ^ао воЬге М. Оерепс1епс1о да тапе^га сото со1осато8 о 5151:ета 
па Гогта X = М • X + N. е81а согкИ^ао (5иГ1с1еп4е) 8оЬге М уа1 8е геЯеИг (1е 
тапе1га (ЦГегеп1е 5оЬге А. 

Рог ехетрЬ, па езсоШа 5иёег1(1а, гзЮ ё,М = 1- Ае^ = В, 8еА = 
= [о(}]гхг> 3 сопд19ао ПМИ < 1 ё а йе цие III - А11 = тах { И - ац I + 
+ 1о/2 1 + ... + Ьг>'} 81§п1Г1са ет (егто5 1п1ш11У05 ^ие рага е§1а 65- 

соШа (1е М е N о ргосеззо ИегаИуо сопуегёе зе а та1:г12 й& соеГ1с1еп1е5 А йо 
818(ета Гог га2оауе1шеп1е рг6х1та (1а 1деп(1(1а(1е. 

Рага соп5е§шгто8 сопүег§ёпс1а ет ои1га5 ^Ииа^бе^, ргес18ато5 Гахег 
ои1га5 е5СоШа8 рага М е N. N08 те108 сотри1ас1опа15, е^Газ ои(га8 е5со1Ьа8 
рага М е N 8ао Геиав 5е§и1П(1о о ргшсГр1о епипс1а(1о аЪа1хо. 

13.3.9 Рг1псГр1о: Оа(1о о 8181ета А ■ X = В, е8сгеуето8 А = Р - 0, 
оп(1е Р ё ита та1:п2 1пуег51'үе1. Еп1ао 

А.Х = (Р-0)Х = Р^Х-О Х=В 

ои р.х = д.х + в 

ои ашаа X = (Р-'д)Х + Р-^В. 
Етао М = р-*д е N = Р-^В. 

Е81е рг1псГр10 ро(1е зег 11и81га(1о, (1е8епүо1үеп(1о ит ргосе880 цие {1епот1пато8 
МёгЫо с1е 1асоЫ. 
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13.4 МЁТООО ОЕ ^АСОВ! 

"Оц ... а 



8е А = 



сот ац ф 0, I = 1 г, 



ро(1ето$ езсгеуег 



А = 



0 



022 



0 



Го 



'12 



Сото а,7 ^ 0, а та1г12 (Иаеопа! ё гпуегзвүе! е &иа 1пүег&а ё 



0 



0 



«22 



0 



0 



^22 



Ро(1ето8 Ютаг еШао ет 13.3.9 

0 



р = 



0 



е д = 



0 -ац 

-021 0 



0 



Сот е81а езсоШа о ргосевзо Иегаиуо оЫШо ё сЬатаЛо тёюйо де 1асоЫ. 
^е$(е са$о 





0 


-«12 


-а^г 










-021 


0 


-Огг 


м = 


022 




022 








0 











А сопШдао 1!М11 < 1 рага а сопуег8ёпс1а йо ргосекко Негаиуо ё еп1ао ^ие 
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ои $е^а, 



-012 


+ 


... + 




< 


1 


"11 






"11 




-«21 


+ 


+ 




< 


1 


022 






«22 




-ап 


+ 


.. + 




- 1 


< 1 


йгг 






°гг 


+ 1 0 


13 1 


+ ... 




1Г 1 





|«Г1 I + I Ог2 I + + \аг.г-1\ < \агг\ 

Ет оииаз ра1аүга8, по Мё1одо йе ^асоЬ!, а соп(11дао (1е сопуегеёпс^а (1о рго- 
семо ё а ёе ^ие сайа е1етеп1о йа. (11а§опа1 $е^а, ет т6с1и1о, та10Г ^ие а 80- 
та до$ т6(1и1о$ (1о$ е1етеп(о$ ^ие е$(е^ат па ше$та ИпЬа. 



13.5 РВОСЕ880 ОЕ САи8$-8ЕШЕС 

1)т оиио ргосекво тш(о и&а(1о ла ргаИса ё о сЬатас^о ргосе$$о ёе Саи$5- 
-8еШе1. СопвЫегапдо ита таЫг А = к//]^ хг Ша§опа1 зеш гегоз 
{аң 0, / = 1, /■), е$сгеүето$ 



А = 



ет 8ерт1(1а (отато$ 



«21 «22 
Ог1 0^2 



0 



0 а,2 
0 0 

0 0 



'1/- 



02, 



Р = 



«11 

«21 «22 



«П «Г2 



0 



е 0 = 



0 «12 

0 
0 



«1Г 
«2Г 



N016 ^ие Р ё 1ПУег$Гүе1, р018 о$ е1етеп1о8 да Шадопа! 8ао пао пи1о8 е е1а ё 
1пап8и1аг 1пГепог. N65 {е ргосе$$о ё ит роисо та18 (ИГГсИ езсгеуег М е таз 
үосё йеуе 1еп1аг. Сото уосё родега уег^йсаг 1атЬёт, а соп^И^ао ИМН < 1 ё 
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тиНо та18 сотрИсайа яе ехрге88аг ет 1егто8 <1а та1:г»2 А. СовШта-зе, 
а851т, иаЬаШаг сот ита ои1га сопа^фао хиПсЕеШе (сгиёг1о йе ЗакепйеЫ). 

п 

Ма$ уосё ро<1е уег^Псаг яие а сопШ^ао |о,ү| > ^ рага I = 1, 2, л 

е81аЬе1ес1{1а по тёЮйо де ДасоЫ ^атЬёт ё ита соп(119ао 5иГ1с1еп1е рага а 
сопуегёёпс1а по ргосезяо де Саи85-8еШе1. Уосё епсоШгага а ргоуа ёе&1е5 сг1- 
1ёг108, Ьеш сото ит вгапёе пйтего <!е ехетр1о8, па ЫЫю^гаГш сИада по 
йпа1 (1о Сар1Чи1о. 

0 тёюёо с1е Саи58-8е1{1е1 С08Шта 8ег тшЮ үап1азо80 по8 са505 опде а 
та1п2 ё с1е огйет е1еүайа е Ьа роисо5 е1етеп(о8 ШГегеШек де гего. 



13.6 Е8Т1МАТ1УА ОЕ ЕВВО 

Ваёо ит ргосе880 ИегаИүо Х„ + 1 = МХ„ + N сош 11М1К 1, «аЬсшок ^ие о 
ргосе880 сопуегее, 181о ё, а зе^иёпс^а {Х„}„ен аргохши-да де шп үе1ог-со1и- 
па X яие ё во^и^ао йа ециа^ао X = МХ + N. 

Ке51а, етгегапЮ, ит ргоЫета ргаИсо: ита уег яие пао сопЬесето5 а 
рпоп а 5о1и9ао X (па уег(1аде ё 181о ^ие ^иегетох асЬаг) сото хаЬегетоз 
^иапдо 08 Х„ е81ао 5иЛс1еп1етеп1е рг6х1то5 ёе X? 1п1ш11уатеп1е а геврозШ 
ё: са1си1ато8 05 1егто8 Х„, Х„+,, е1с. е ега сайа ра880 сотрагат08 о уа1ог 
оЫИо сот о аШегшг, 181о ё, Х„ + , сот Х„. Оиапс1о Х„ + 1 езИуег рг6х1то 
<1е Х„ ё рогяие ргоүауе1теп1е 05 1егто8 пао зе аИегат тиЦо а сада ра550 е 
ройетоз (Игег ^ие Х„+1 е51а ргбхшо де X. 

Е81а ге8ро«1а 1пгш11уа аргезеп^а ргоЫетаз 8ёг1о5. Рпте^го, о ^ие 51ёП1Й- 
са ехаштепге а ра1аүга ргдхШоЧ Сото ройетоз теа1г 1850 (1е Гогта ^ие ^ 
ита сакиЫога аиЮтаИса р088а по8 гезропйег диапйо е81ато8 "рг6х1то5'*? 
Зееипйо, сото роёетов ЗийШсаг а пош ^пШ^^ао? Тегсе1го, па ргаИса рге- 
с18ато8 заЬег еха^атеШе яиа1 ё о егго сотеИёо ао рагагто8 о ргосе880 Ие- 
гаИҮО пит с1е1егт1падо ра880, е пао арепав 8аЬег яие е81ато8 рг6х1т08. 

ОиапЮ ао рг1те1го ргоЫета, родетов 5о1ис10па-1о иШвапао а по^ао 
йе погта. Рог ехетр1о, яе 



Х„ = 

епгао 11Х„+. -Х„11 = тах {\х^Г'^ -х5">1, 1х^"*»>- е. роПапЮ. 



Лп) 



-(«) 



е X 



Л+1 



,{П* 1) 
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8е а погта да (ИГегеп^а йе Х„ + 1 - Х„ Гог рециепа, 08 е1етеп105 соггевроп- 
аеп(е5 ао5 уеЮге8-со1ипа е81ао рг6х1то5. 

08 ао18 оиио8 ргоЫета8 8егао гевоЫаоз йе ита Гогта соп]ип1а. Оиеге- 
то5 8аЬег ^иа1 о егго сотеИао ао рагагто? о ргосеззо ИегаИуо пит сегЮ 
ра880. Үато8 са1си1аг, еп1ао, 11Х„ + , - XII, оп(1е X ё а зоЫ^ао ^о ргоЫета 
X = МХ + N. Рага 18Ю, заЬетоз цие Х„ + 1 = М . Х„ + N е X = М • X + N. 
§иЬиа1пао (егто а (егто оЬ(ето8 

х„ + , - х = м.х„-м.х 

8иЬ(гашао М • Х„+1, дох (1о18 тетЬгоз с1а йк^та 1§иа1с1а(1е оЬ1ето5 

Х„ + , - X - м . Х„+, = м . Х„ - М . X - м . х„+, 

ои Х„ + , - X - М • Х„ + 1 + М • X = М • Х„ - М • Х„ + , 
ои аЫа (I - М) (Х„ + , - X) = М(Х„ - Х„ + ,). 

Сот а Ырб1е5е КМН < 1 (рага о ргосе85о сопуег§1г), арИсапао о тевто га- 
с10сГп10 дие ет 13.2.5, уетоз ^ие I - М ё түег81'үе1 е ^ие 

а) (I - М)-' = I + М + М^ + ... 
ЕШао Х„ + , - X = (I - М)-' . М(Х„ - Х„ + ,) 

Тотап{1о а8 погтаз с1о8 с1о18 тетЬго8 е ктЬгапёо 13.3.6, сЬе^то8 а 
Ъ) 11Х„ + , - XII < 11(1 - М)-' II . 11М11 • 11Х„ - Х„ + 1 II 

и^апёо 13.3.5 (н") е 13.3.6 ет (й), оЬ1ето8 

11(1 - М)-' II = III + М + М^ + ...II < 1 + ИМН + 11М1Р + ... = ^ Щ| 

Со1осапёо е51а ехрге85ао ет (й), 1ето8 о 1еогета 8е§ит1е. 



13.6.1 Теогета: Соп51с1егето5 о ргосезхо 1(егаиуо Х„+, = МХ„ + N 
сот ПМП < 1. ЕШао а 8еяйёпс1а {Х„}„^1^ сопүег^е рага а воЫд^о X до 
ргоЫета X = МХ + N. де (а1 тодо ^ие 

11Х„ + , -Х1К ^11Х„ + , -Х„11 

А881т, о 1еогета ^и^ИПса о похзо ргосеа^тепЮ 1п1шйүо е по5 да ит 
тею йе са1си1аг о егго сотеИдо ао рагагтоз о ргосе88о ет ит (1е1егт1па(1о 
раззо. Рог ехетр1о, 5е ^и18егто8 асЬаг X сот ита ргес18ао де аеүегето8, 
а рагИг де ит Хо яиаЦиег, 5е§и1г о ргосе880 ИегаЦуо а1ё ^ие 

|1х„+, - XII < "х«+1 - Х„11 < ^ 

18(0 ё, а1ё ^ие а погта да ё^Гегеп^а (1е ит 1егто сот о 8е8и1п1е, 

V II - - 11м11 ) 

11Х„ + , - Х„11, ве^а тепог яие ||„ и 
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13.7 ЕХЕВСГС108 



1. 8е]а А 



0,1 

4 

1 



а) Са1си1е 11А11 

Ь) Ао ге8о1уегто5 о $1$(ета 



X 






У 




[5] 


2 







ройетоз §агат1г ^ие о ргосекхо КегаЦүо длйо рог Х„ = МХ + N опйе 



М = I - А е N = 



сспүег^е рага ита зоЫ^ао ёо &1&(вта? 



2. 8е М ё ита та1пг циадгаёа 1а1 дие 11М11 < 1, 8аЬето8 цие 8еи8 аи(о¥а1о- 

гев (ёт т6(1и1о тепог ^ие 1 . А гесГргоса ё уегс1а(1е1га? 151:о ё, хе о8 аи1о- 
уа1оге8 еёт т6(1и1о шепог цие 1, еп1ао песе88аг1атегИе 11М11 < 1? 

3. 0 81$(ета 1шеаг 

Г - + 2 V + 2 = 2 
I X + 1у -^- I = 2 
I X + - 5г = 2 

ро(1е 8ег ге8о1у1(1о ре1о МёЮйо де 1асоЫ? 8е рийег, са1си1е Х^ а рагИг де 

"о" 

= 1 

[о. 

4. Ке8о1уа о 8181ета Нпеаг 

(Ьх-^2у~ Зг = 5 
1-х + гу+ Зг = -10 
I X + 4^^ + 122 = 12 

ре1о (а) Мё(о(1о (1е ДасоЫ (Ь) МёЮйо йе Саи$8-8е1ёе1» а раг(1г йе 



X, = 



- 

1 
1 
1 



, 181:0 ё, асЬе Х4 е Га^а ита езИтаиуа до егго НХ^ - XII, опёе 



X ё а зоЬдао соггега до ргоЫета. О ^ие уосё ро(1е (Игег 8оЬге а8 ¥е1ос1- 
(1а(1е8 (1е соп¥ег§ёпс1а (1о8 (1о18 тё1одо8? 



5. Ргоуе о 1еогета 13.3.5. 
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13.7.1 Ве$рм1а$ 

1. а) 11А11 = 9 

Ь) Као ро(1ето8 багапИг ро18 ПМП > 1. 



2. N50 уа1е ро18 М = 



22 


6/Т 


32 


32 


6/Т 


10 


32 


Л2 



ё ита та1г12 сот НМИ = 1,011875 е 



по еп1ап1о зеиз аи!оуа1оге5 зао 0,875 е 0,125 аргох1тадатеп1е. 

3. Ро(1е, р018 о т6(1и1о (1е саёа е1етеп1о йш2,опа\ ё таюг ^ие а 8ота {1о8 
т6(1и1о8 (1о8 ои1го8 е1етеп108 ^ие е81ао па тезта ИпЬа. 



4. а) 



Хд = 



т 

96 
- 101 
64 
21 
16 



е 11X4 - XII < 1,85 



Ь) 



Х4 = 



2317 
1152 

13829 
9216 
12281 
9216 



е 11X4 - XII < 0.151 



О ргосе880 де Саи88-5е1де1 соп^егёе та15 гар1ёатеп1е ^ие о ёе ^асоЫ. 
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2 Соте, 5. Ү). \ Е1етепго$ АпаШе ^итегка; МсСга№-На1, Ые* Үогк, 1972. 
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С0М]иМТ05 СОМҮЕХО§ Е 
РКОСКАМАСАО 11ЫЕАК 



14.1 [мтвооирАо 

Кт ргоЫета де оИт^га^ао епуо1үе тамт^гаг ои т^пишгаг шпа Ыпдйо гейгИа 
а сегга5 сопсИ^без. Езгашоз зетрге 1п1еге55ас1о5 ет тхшт^гаг сизЮв, тахшигаг 
1исго, гепситепЮ е1с. А ргоегата^ао Ипеаг ё ита 1ёсп1са ^ие реггш1е а гезоЬ^ао 
с1е81е8 ргоЫетаз по са50 езресШсо ет яие ах Гипфбех а вегет апаихаёав Йо 
Гип95е8 аГшх (Ипеагех та15 соп51ате) е аз гех^п^оех зЗо йадах рог деавиа^дадев 
11пеаге8 (ге§;1бе8 роИеёга!» сопүехаз). 

Ме81е сар1Чи1о, иИгойигкетоз 08 сопЗипЮх сопүехов е апа11$агето8 08 
тахш108 е т1што8 ^ие ах Гип^бех аГшз авзитет пе51е5 соп^ип1о5, 1га(1иг1гето5 
ргоЫетаз сопсге1о8 рага е81а ипгиаеет е ргосигагето8 ге8о1уё-1о8. Ыо 8ега ГеИо 
(1е ита тапе^га та18 солсеИиа! е ееотёЫса паз 8е?бе5 14.2 е 14.3, е 6е ита 
тапе1га а^еопЧтка е ргоёгатаүе! па ве^ао 14.5, е5сп1а ре1о ргоГе85ог Ап1оп1о 
Саг1о5 МогеШ, яие увт ИаЬаИгапйо ет тш1о8 ргоЫетаз пе81а агеа е ^ие по8 (1еи 
уа1105а5 5и§е51де5 рага е81а поүа уегвао. 

08 ге8и1га(1о8 (1е соп^ипЮз сопуехо5 е ргоегата^ао Ипеаг соте^агат а 8ег 
огё2П12аао5 по Гша! до 5еси1о рах^аёо е 1П1С1о (1е51е 5ёси1о, а раг11г (1е ггаЬаИюз де 
та1етаисо5 сото Н. М1пкош5]а, А. Нааг, Н. \Уеу1. А раг1!г ао5 апо8 40 11Үето8 



Сопзип1о8 Сопуехов е Ргоегата^ао ипеаг 351 



шп гар1(1о ёевепуо^уипепЮ (1е88а агеа, рг1пс1ра1тепге по ^ие 8е геГеге ао 
с1е5епүо1уш1епго йе а1§оп(шо8 яие репшг^гат рго^гашаг е ге8о1үег шйтего8 
ргоЫета5 арЦсайов епуо1үеп<1о тшШ уапаүе18. 

А йгапйе (ИГизао (1а рго^ата^ао Цпеаг по8 йШто8 апо8 (1еүе-5е ао ГаЮ (1е 
^ие, ешЬога е1а ггаге шп рюЫета езресШсо, е1а ё шпа гёсгиса 8Ш1р1е8 е 
тшго8 ртоЫета$ (1о сог^Шапо родеш вег Гогти1а(!о$ 5е^(1о евга ип^иавет. 

14^ СОМ^и^ТОЗ СО^УЕХОЗ 

А5 по9бе8 ^ие тгто(1и21гето5 а яе^азх у\шп шпа сагасгепга^Зо 4е ге§;бе$ 
сопүеха5 е8рес1а15. О сопсеИо (1е ^апеда(^е Ипеаг ёе шп евра^о үегог1а1 ё а1£0 ^ие 
аЬгап^е 5еи5 8иЬе5ра(08 е а5 ггап81а9де5 дезгез. 

14.2.1 ОеҮт^рао: Ыт 8иЬсоп]ип1о А^еит е^ра^о уеЮг1а1 Кё ита 
уюпес^айе Нпеаг йеҮ» ех18ге шп 8иЬе8ра90 (1е Ке ит үеЮг Үо (1е V, 1а1 ^ие: 

А = {үбК;ү = ¥о+^ рага V € } 

и8агето8 а пога^ао >4 = Үо + IV рага 1пё1саг а уаг1е(1а(1в 1теаг. ОЬвегүе 
цие 56 Үо 0, еп1ао А пао ё ит ^иЬевра^о. Рог <11теп8ао де Л, (1епога(1а 
ЛтЛ, епгепйето5 а (1т1еп8ао 4е К< 

14.2.2 Ехвшрк» 

ЕхетрЬ 1: Цт ехетр1о (1е ита үапе(1а(1е Упеаг (1е д1теп5ао 1 по 
ё шпа ге(а (яие ра8$е ои пЗо ре1а оп^ет), сото ш(11са а Р1£;ига 14.2.1 . 




Р1вига 14.2.1 



В|Ыю(еса бе \ 
С1ёпсга АЛеспо|1 
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Ут ропЮ ао р1апо ё ита үаг^еЛаде Ипеаг (1е сИтепзао гего. 
Ехетрк) 2: То(1о виЬезра^о ё, еш раг11си1аг, ита уаПеёаае Ипеаг 
(Үо = 0). 

ЕхетрЬ 3: Сото за у1то5 (Ехетр1о 9 (1е 4.3.2) о соп]ип1о-5о1и?ао йе 

2х + 4у + 2=1 
. X + у + 22 = \ 
X + Ъу - г = 0 

пао ё ит зиЬезра^о үеЮйа! <1е ҖЗ, 1). Яезокепдо о айета Үето^ ^ие ов 
үеЮгев-аоЫ^ао 85о да {огта: 



(*) 







- 1 

3 




-7 






2 




2 


У 




-1 


+ X 


3 






2 
0 




2 

-0 



, рага УХ € К 



^о1е, а1П(1а, яие 08 үеШге^ бо Иро 



..пг»о .о1исао ао 5151ета Ьотоеёпео ав^ос^адо (Ехегс1С105 20 е 22 с1а зес^ао 
Гб Г^шат ит .иЬезра.о, К <1е Л/(3, 1), (1е (Ишепзао 1. РоПалЮ, о соп- 
зип1о ^ ^е1оге8.8о1и95о йо по880 ш1ета, ае^сйЮ ет (•), ё ита үапеааае 
Ипеаг (1е д^тепвао 1. 

3 



А = 



ЕхетрЮ 4: Ве тодо ^Ы: ве ит 8181ета (1е е^иа^бе^ 1шеаге8 ё сотра- 
иЧе1 (ию ё, а(1т11е ^оЫ.ао) зеи соЩито-.оЫ^ао ё щпа ^аг|е^аае Ьпеа^ ае 
Штепзао геиа! ао егаи с1е 11Ьег(1аае до 81.1ета. (Үепйчие «Ю! Сотраге сот 
о Ехегс1сю 21 (1а зес^ао 2.6.) 

N0 са8о рагйсиЬг йо Ехетр1о 4 асша ет ^ие 1ето8 арепа^ ита «^иа^ао 
)шеаг, а үаг1еаа(1е 1шеаг (1е1егттааа рог е81а е^иа^ао 8егй сЬата(1а ШрегрШпо. 



Соп^ито8 Сопуехов е Ргоегата^ао Ыпеаг 353 



Рог ехешр1о, ет (оЬ^егүе цие е81ато5 1аеп1Шсапдо М(3, 1) сот К^), о Ы- 
регркпо (1е1егтшаао ре1а ециа^ао 2х + 3>' + Зг - 2 = 0 ё о р1апо 

4' 




у 



^ Р!дига 14.2.2 

N0 са80 (1е К^, ит Ырегр1апо ё ита ге1а (Га^а иш ехетр1о). 

11т Ырегр1апо (11У1(1е о езра^о үе1ог1а1 ет 2 ветЬевра^ов. Рог ехетрЬ, 
ао соп81ёегагто8 о Ырегр1апо ет (1е8сг11о рог 

гх + Зд^ + Зг-г^О 

1егето8 о еврадо ё1ү1а1ао ет ао18 зеш^-езра^оз ^ие вао 08 роп1о8 (х, у, г) яие 
ваИвГагет 2х + Зу + Зг - 2 > 0 ои 2х + Зд' + Зг - 2 < 0, гевресИүатеШе. 
N3 П^ига 




X 

Р|дига 14.2.3 



а ге§1ао ЬасЬигеа(1а герге8еп1а о зет^-ехра^о 2л- + 3> + 32 - 2 < 0. 

5е соп81(1егагто8, а^ога, о Ырегр1апо х + >• - 1 = 0 по (яие ё ита 
ге1а по р1апо), диа! ё о зеш^-езра^о дехсп^о рог л: + - 1 > (Ыо1е цие 
сото аяи! о е^ра^о уе1ог1а1 ё о К\ о 8ет1-е&ра^о ^ега с1ас1о 8еогпе1г1сатеп1е 
рог ит 5ет1-р1апо). Рага ге5о1уегто8 е81е ргоЫета, ита үег Ххщг^о о Ырег- 
р1апо (по са50 а ге^а) л' + у -1=0, езсоШетоз ит ропГо де К^ рог ехет- 
р1о а огщет (0, 0) е үегЩсатоз зе е1е заИзГаг ои пао а (1е818иа1(1аёе. Ые81е 
са50, сото рага х = 0, >■ =- 0, х + >' - 1 = -I < '^, о ропЮ (0, 0) пао е51а 
по 8ет1-е5ра90 ргосигаёо; е51е зега аяие1е цие пао соп1ёт а ог1§ет. 
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Пдига 14.2.4 



иза-5е, ашёа, а151т8и1г ешге зетг-ехра^о /есНас^о (о ^ие соп1ёт о Ь1- 
регр1апо) е зет^-е^ра^о аЬегГо ( о цие пао соп1ёт о Ырегр1апо). N0 йи^то 
ехетр1о, о зешье^ра^о аЬег1о, (1е$сгио рог х + у - 1 > 0, 5ега о &егш-р1апо 
а$51па1а(1о, ехс1шп(1о-5е а ге1а х + >' - 1 =0. 

Рага К1регр1апо5 (1еГт1ёо5 рог ита е^иа^^ао йе ша!? до ^ие 1;гё5 үаг1йүе15 
пао 1егето8 ита У15ао §еотё1г1са ёо& 5еш1-е&ра90^ уе1опа1$ сото пох ехет- 
р1о8 аШепогез, та5 е5ге$ сопсе](о5 5ао аЬог<1а<1о8 йл текта тале1га: 

И1регр1апоН= (х!, .„,х„)€ К";д,х, + ...+а„х„ =Ь 

6 ита ^апейайе аПт де с11теп5ао я - 1 ^ие (11¥1с1е о К" ет (1о18 шЬезрадох 
/есИас1о5: 

Н* --{XI. ...,х„)^К"\а1Х1 + ...+а„х„>Ь е 
Н~= (д:,, х„)еК";й,д:1 + ... +а„х„ <:Ь 

14.2.3 Уато5 а^ога арге5еп1аг ит ргоЫета ^ие по5 ди1ага поз 1*еп8 а 

5е§и1г. 8иропЬато$ цие ит а^г1сииог цие^га а(1иЬаг а хиа ркп^а^ао е Ш^ро- 
иЬа (1е (1о15 иро8 (1е а(1иЬо. О рг1те1го соп4ёт 3 8 Г6$Гого, 1 $ де тХто^ё- 
пю е 8 § йе ро1а881о, е сиЛа 10 и.с.р. рог ^иИоегата. О $е§ип(1о иро соп1ёт 
2 ё (1е ГбзГого, 3 § (1е ш1го§ёпю е 2 § (1е ро1а$510, е си51а 8 и.с.р. рог 
Яш1оёга111а. §аЬето5 ^ие ит яш1о@гата (1е а(1иЬо с1й рага Ют^ (1е (егга, е 
цие о 5о1о ет цие е51ао 5иа8 р1ап1а(;;бе5 песе5511а (1е ре1о тепоз 3 § <1е ГбзГо- 
го, 1 ,5 ё с1е П11го2ёп10 е 4 ^ (1е ро1Й5510 а саёа 10 т^. Оиато о айг^сиКог с1е- 
уе сотргаг (1е са<1а а(1иЬо, рага са(1а Ют^ с1е 1егга, (1е то(1о а сопае^и^г 1ег 
о тГп1то си81о? 
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X 


У 


^есе5$к1ас1е5 




Т1ро А 


Про В 


тШгт5 йе а<^иЬо 


ЬбкГого 


3 


2 


3 


МИгоеёпю 


I 


3 


1,5 


Ро(а55Ю 


8 


2 


4 




Си81о 10 и.с.р. 


Си81о 8 и.с.р. 





СНатето8 (1е д: а циап(1с1а(1е ет к@ (1е а(1иЬо (1о рг1те1го Иро е а (1о 
5е8ип(1о Иро. Еу1(1еп1етеп1;е, х е у пао рос1ет ахзит^г циа1циег уа1ог. р015 (1е- 
¥ето8 1ег д: > 0 е у > 0 е, а1ёт с11550, х \а% ёо рг1те1го а(1иЬо Гогпесе Ъх % 
(1е Г65Г0ГО, епциапШ цие у йо ^^ипйо Иро Гогпесе 2у $ йе Г65Г0ГО. Етао, 
5е и5агто8 хк% ёо рптегго е г с1о 5е§ипёо, ех^агето^ а(1|сюпап(1о Зх + 2у 
§гата8 е, ре1а ех1§ёпс1а тГгита (1о 5о1о, (1еүето5 ш Ъх + 2у>Ъ. 
Апа1обатеп1е, рага о п11го8ёто е о ро1а851о (1еуегето5 Хехх + Ъу> 1 ,5 е 
%х + 2у>Л. Еп1ао 08 үа1оге5 хгу с^еүет ваизГагег 51тииапеатеп1е: 
(§) X > 0, >' 5« 0, Зх + 2у > Ъ, X + Зу > 1,5, 8х + 2у > 4. 

Со1осап(1о пит егаГ^со а5 ^иапи(1а(1е5 х (сото аЬ5С155а) е у (сото ог(1епа(1а), 
сото то51га а Р1еига 14.2.5 оЬ5егуато5 цие е51а5 гевШ^бев по8 соп(1и2ет а: 




8л + 2к - 4 = 0 Р|вига 14.2.5 

В^ЫюГеса с1е я 
С1ёпс1а & Теспо1йд*а 
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1810 ё, рага яие 05 үа1оге5 е ^ ^аИяГадат 81тикапеатеп1е Юйая а$ ёея^иа]- 
(1аае5. 0 роШо (х, у) дече е5*аг па гее1ао ЬасЬигеа<1а А. Моге цие е^га гее^ао Л 
ё йайа рог ита тгегзес^ао йе зет^-езра^о^ ГесЬадо$ (1о . 
А1ёт (11580, ^иегеток ^ие о си81о дабо ре]а Гип^ао 
/(х,у)= \0х + 8у 

8е]а тй'п1то, 151о ё, е5{ато5 ргосигап(1о па гее^ао ЬасЬигеа(1а яиа1 ё о ропЮ 
(х, у) по яиа1 /{х, у) 4ет о тепог үа1ог. 

Рага гевоЬег е81е ргоЫета (1еуето5, еп1ао, ехШйаг ит роисо та15 а8 
ргорпеёа<1е8 ёо5 соп)ип1о5 йо Иро А е (1а8 Гип^без ёо Иро/Сдг.у). Рага 
1$(о ргес15ато$ (1а8 деПп^^бе^ (1ас1а$ а $ееи1г. 

14.2.4 Ое^1П1рао: 5е]ат^ А е В (1о15 роп1о5 (1о К". 0 ^ершпю (1е ех1ге- 
то5 А е В ё о соп]ип1о АВ (1е ропЮз К", аабо рог: 

АВ - {(1 - Г)А + ГВ; 0 < Г < 1} 

Е51а с1еПш§ао согге8ро11(1е еха1атеп1е а П055а 1111^1930 (1е зевтепЮ ет 
(1ипеп$1о (1о1$ е 1гё$. 

0Ь8егуе цие по веетеШо АВ о ропЮ яие соггезропде а г = 0 ё о роп- 
Ю А, о ропЮ яие согге8роп(1е а / = 1 ё В е, а яиа^^иег ропЮ Р (1о зейтеп- 
Ю, ех181е 6 К 1а1 яие 0 < < 1 е Р = (1 - /,)А + /^В. Тотетоз, рог 
ехетр1о, А = (1, 2) е В = (3, -1) ет Оа(1о о ропЮ Р = ( 0) зоЬге о 
«евтепЮ, роёето$ езсгеуег (1 , 0) = (1 - у )(1, 2) + | (3, -1), ои ве^а. 
ех15*е г = I (0 < Г < 1), 1а1 яие Р = (1 - г)А + ГВ. Рог ои1го Ыо, 5е Ю- 
тато8 Гь 1а1 цие 0 < < 1, рог ехетр1о = ^ , е Гагетов 

Р1 = (!-/,)>! + /16 = (2, -1), уег1Псато5 ГасИтете яие Р, евЫ 8оЬге о 8е8- 
тепЮ АВ. 




Р!дига 14.2.6 



14.2.5 Ов^т!рао: зиЬсоп^ипЮ 5" К" ё сЬата(1о сотехо рага 
Яиа15яиег (1о1$ ропЮ5 А е В (1е 5 о вевтепЮ АВ е51а 1п1е1гатеп1е сопЫо 
ет 8. 
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(ө) 



(0 



Р1дига 14.2.7 
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14.2.6 Теогета: 1/т 5ет1-е8ра?о ГесКайо ё сопүехо. 

Р1гоуа: Мо8ието5 1550 по сазо ёе К^. (О сазо §ега1 ё ГеИо, импйо о техто 
аг8итеп1о.) N0 саю йе К^, ит ветьеярафо ГесЬайо ё сопяишМо рог роп108 
{х, >'), цие 5а1;1зГа2ет ита ехргеБзао ёо 11ро ах + Ьу + с < 0. 
Ргес15ато8 тозиаг цие 5е 1отагто5 до18 роп1о5 циа^Ециег до зетьехрадо, о 
8е8>"ето ^ие ипе е81е8 ропГов 68*4 сопГ^до по 8ет1-е8ра90. Здат А = (х^, у^) 
е В = (^1, У1) йок роп108 ^иа1$циег йо зет^-ехра^о, е 5е]а Р ит роп1о ^иаЬ 
циег де АВ. Ех181е, еп1ао, г, е К, сот 0 < г, < 1, Ы ^ие 

Р = (1 - ^)(Хо, ^'о) + ^Лхи У1) 

((1-Г,)^Со+^Л1, {1-(1)Уо + 11У1) 

е 1ето8 цие уегЮсаг 8е: 

(*) й[(1-Г,)Хо + Г,^,] + Ь[(1-Г,Т|Уо + ^1^1] + с <0, 

цие ё а сопсИ^ао рага Р е8(аг по 8ет1-е8ра90. Ма8 

а[(1 - 11)хо + + Ь[(\ - г^)уо + Г^у^] + с = 

= (1 - (1)0X0 + /,а^г, + (1 - 11)Ьуо + Г^Ьу^ + (1 -Г,)с + Г,С 

= (1 - {1)[ахо + Ьуо + с] + /,[дх, + Ьу, + с], 

е сото ахо + Ьуо + с < 0 е одс, + бд?, + с < 0 (ро15 А е В е815о по зепи- 
-ехра^о) е1-Г1>0еГ1>0 (ро15 0 < < 1), а геи^ао (*) ё &а115Ге11а. 
А851т, сото Р е51а по ^ет^-евра^о е Р ега ит роп1о агЫ1гйг1о с1е АВ, еп1ао 
о 8е8теп1о АВ е8Ы 1п1е1гатеп1е сопИйо по зегга-ехра^о е, рог1ап^о, е81е ё 
сопүехо. 

14.2.7 Теогета: А ^ШегБесдЗо йе соп^илЮз сопүсхоз ё шп соп^иШо 
сопүехо. 

Лорд: 8е^ат 5, е 5^ {1о18 соп]ипго5 сопүехо$. Ргес15ато8 то^иаг ^ие зе А е 

В &ао (1о1$ роп108 циа15циег с1е 5, П ^^, еп1ао АВ С 5, П ^з. 

Маз 5е А, В е 5, П еп1ао А, В Е 5, е сото 5, ё сопуехо, АВ € 5,. 

Апа1о£атеп1е, 5е А, В € 5, П З^, епгао А, В € 5^ е сото 82 е сопүехо, 

АВ 6 5^. Сото АВ е51а сопИйо х^тикапеатеп^е ет 5, е еп15о 

АВ 6 ^'^ П Рог1ап1о 5", П ё сопуехо. 

14.2.8 Ое^1П1рао: иша ге^шо роИеФа! сопуеха /есНас^а ет К" ё шпа 
1п1ег8ес9ао ёе иша ^иапИскёе Пп1{а ёе Бетьезра^оа ГесНадо^ (1о К". 

ОеүНо ао5 ёо15 (еогета$ ап(:епоге5, ита гее^ао ро11е(1га1 сопуеха ё ит 
соп]ип1о сопүехо. 

14.2.9 11т соп]ип1о у1 С К" ё йИо 1Ш1а(^о 8е ех18игет соп81ате8 
А,., 1=1, п Ыз яие, 8е (х, ,...,х„)&А еШао х^. < к., 1=1 „. 
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14.2.10 ЕхетрЫ 



ЕхетрЬ I : 




Р|0ига 14.2Л 



\о1е ^ие Аа тапе^га сото Го1 (^ейшйа ита гее^ао роИейга! сопуеха 

ГесКайа ё хетрге оЫШа рог ит 5151ета (1е (1е51§иа1(1ас1е5 ипеагех (иша 
ёе$18иа1ёаде рага сайа 5ет1-е8ра(;о). Сото ехетр1о уе^а (§) с1е 14.2.3 
е Пеига 14.2.5. 

Миша ге§1ао роиес1га1 сопүеха, ргосигатох роп1о5 е8рес1а18 - о8 уёгисез. 
Ма ге81ао роИеага^ сопуеха с1о ехетр1о 14.2.3, е1е5 5ао ох ропюз 

Р, =(0,2),Р2 =(1, |),Рэ =(4,г1г)еР4 =(|,0) №1е цие е51е5 рото5 

530 (1а{1о8 рог 1тег8ес9ао (1е аиа8 (1а8 ге1а5 ^ие <1еГ1пет 05 5ет1-е8ра?08. А58Ш1, рог 
ехетр1о,р2 ё йгйо ре1а 8о1и?ао с1о 8181ета 
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Зх-^2у-3 = 0 
^ + 2у-4 = 0 



N016, рогёт, яие о ропЮ (0.| ) яие ё зоЫ^ао ёо 818гета 

(Зх-^гу-З = 0 
\ X = 0 

пао реПепсе а гее»ао А. 

Е81е сотеп1апо по8 1еуа а: 

14 2 11 Ое«п15ао: Оа(1а ита геё^ао роИебга! сопуеха ^есШг ёо К" (йе^ 
гегшшааа рог иш 8181ета ёе ше^иа^бе^ Ипеаге^), 08 ^ёШсез ^евза гев^ао 8ао 
08 рото8 да ге81ао чие ^аи^Гагеш ит до8 ро8ЯУе« я^^етаз йе п еяиа^ое^ 
1шеаге8 таереп(1еп1е8, оЬййаз зиЬтшпао-^е йеяеиа^ааае^ рог 1еиа1(1а(1е8. 



ОЬзепасао: Оеро18 с1е ге8о1үег ит 8181ета, а йт уепйсаг « о 
ропю е81а па гееШо, 1е81ато8 рага уег 8е е1е ^аШ^аг 1о<1а. аз (1е81еиа1(1аае8. 

14 2 12 Сагас1ег12арао Сеотё1г1са ао5 ҮёШсез: 08 уёП1се8 яие ачш Гогш! 
(1еГ1Ш<1о8 ''акеЪгкатете" ^а^о о^ропШ ехпетоз йа гее^ао роие(1га1 сопүеха 
" Яиегеп.0. а1.ег яие е1е8 8.о оз роп1о8 ^а ге,Шо ^ие "ао е^^^^^^^ 
"1п1епог" ае пепЬит зеётепЮ соп11(1о па геешо. Ма18 £огта1теп1е. _Р е үеШсе 
с1е К 86, е зотеШе 8е, Р е81а пит зеетепЮ АВ сопйЛо ет К еШао ? - А 
ои Р = В" Ргоуе е81е ГаЮ! 8и^ев1ао: 5е Р е К" 5а118Гаг ита .ёиаМаде 
_ ^ + + 0 X + /, = 0 (Ырегр1апо), еШао р + V е р - V заИзйгет 
а ае81ёиа1(1а(1ё согге8роп(1еп1е зе, е 8отеп1е 8е, V ^аШГаг а 1виа1(1а^е 
а.х Д ... + а^х^ = 0 (1етЬге-8е аеро18 сИзЮ яие а йтса 8о1и9ао де шп 8181ета 
Ьотовёпео йе и-еяиа^бев Ы ё о уеЮг пи1о). 



14.2.13 ЕхетрЬ 1: А геб^ао Л до ргоЫета 14.2.3 ё <1е8С111а реЫ 
(1е518иа1с1а(1е8 

у>о 

Зх + 2у>^ 
х + 3у>\,^ 
&х + 2у>4 

Ао 8иЬ8ти11то8 рог ^еиаШаае^ е 1отагто8 08 8181еша8 йе (1иа8 еяиадбез 
оЫето8 10 = (4 )- ОеШге ез^ез, де1егт1пагето5 08 үёг11се8, уепПсапдо яиагз 
8а118Гагет о 8181еша де 1пеяиа?бе8 яие деГшет а гее^о ^е81е са.о,1егето5 
арепа8 05 ропЮ8 Р, , Р^ , Рз е Р4 пе81а8 сопдгдбе». ҮепПяие! 
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ЕхетрЬ 2: Соп81ёегето8 а те%\ло роИедга! сопуеха ГесЬа(1а де (1а(1а 
ре1о явСета де шеяиа^без 1теаге$ 



X + У + 2 <3 

у - г<2 
X -2у < 1 
X > 0 



Еп1ао 08 ро551уе15 уёгИсеа 8ао (1аао8 ре1о5 8151ета8 де 1гё5 еяиа^бе^ 



X 


+ 


> + 2 = 3 






у -2 = 2 


X 




2у = 1 






у - 2 = 2 


X 




2у = 1 






= 0 


' X 


+ 


у + г = 3 






у- 2 = 2 






= 0 




+ 


У + 2 = 3 






2у = 1 


X 




= 0 



(3, 1, -1) (е51й па ге^^ао, ро18 заМвГаг 1оёа8 а8 те- 
Яиа9де8) 



(0, , ^ ) {е$Ы па гее!ао) 



(0, -ү, ү) (е$1й па ге^Ио) 



(0, -ү , ~) (евИ па ге^^ао) 



£ а ге£1ао ё 
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А^ога, е$(ато5 ет сопШ^бев йе сагас(еп2аг ргоЫеша5 сото о ш^годиаёо 
ет 14.2.3 е цие роёет $ег ге$оЫдо5 ре1а (ёсгиса екресШса дие ё а рго^гаша^а^о 

Ипеаг. 



14.3 {МНООидДО А РВОСКАМАдЛО Ь1МЕАВ (Р1) 

А рго^гаша^Зо Ипеаг (га1а йо ргоЫеша е$ресШсо де: 
Шхткаг ои ттШгаг ита 1ипдао ёо Про 

х„) = а,Х1 + ... + ЭпХп + Ь, 

ге$Шга а ит шЬсоп/ипю А роИеФ^а! сопуехо <1е К^. 

(N0(6 ^ие / .• К" -> К ё шпа (гапв^^огта^Зо айт, 181о ё, 

Ддг) = £ (д:) + 6 оп(1е Ь ё шпа (гапкГогта^ао Ипеаг, Ь £ К.) 

Ипеиаеет де ргоегата^ао Ипеаг (РЬ),/ё сКатайа/и/чмо оЬ/еШо 
(£.0.) е Л ё ^епотгпада г^ш /аспуе1. 

N0 ехетрЬ ёа зе^ао 14.2.3, Г.о. 6 ёаёа рог /(х, у) = ХОх + ву 
е а ге^^ао Гаси'уе1 ё а ге^Зо А дезсгКа рог: 

х>0 
у>0 
Зх + 2у>3 
х + 3у>1,5 
&к + 2у>4 

N0550 ргоЫета ё ш^питгаг / ге$(11(а а А . 
14.3.1 Мб1ос)о (эеотё(псо 

Үатоз (Гш а1теп{е!) ге5о1уег о ргоЫета ргор051о ет 14.2.3. 0 
ргосе(Шпеп(о яие уатов зе^шг ё сопЬес1(1о сото тё(о(1о ееотё(псо де 
гевоЫ^ао ет РЬ. 

Уато$ гее$сгеуег а Г.о. ас1та, и(1112ап(1о рго(1и(о ш(ето с1о К^ . 

/(х, у)= < (10, 8), {х,у) > , с = (10, 8) ё (1епо1Шпа(1о уе(ог кгаШеп^е 

е х = (х,у). 

ОЬ^епадао У : /ё соп$(ап(е пах ге(а5 регрепс11си1аге$ ао уе(ог с = (10, 8). 

Ое ГаЮ: 

Ута ге(а регрепд1си1аг а с ро(1е $ег е$сг1(а па Готта рагашё(пса (1о 

5е§шп1е тос1о: 
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{х.у) = {х*,у*) + \{-^,Щ 
ои 8е]ах = х* + Хс^ 

опёе X* = (д:*, у*) ё о уе(ог (1е51осатето, дие роёето$ Ютаг па (Иге^ао (1е с. 

Рог(ап(о,/(х,:и) = (с,х> = (с,х* + ХсЪ = <с,х*>= с • х* со5ае,пе5(е 
са$о, со$ а = 1 . 

ОЪ^егшдао 2: Ш оЬзегүа^Зо 1 үосё ро(1е по(аг цие / $ега (^о шепог ^иап(о 
тепог Гог о (1е81осатеп(о х* , ои 5е]а, /{х, у) аззите $еи ттипо по роп1о 
(ои роп(о5) (1а ге^^ао ГасПуе! цие е&(1Уег па геи регрепсИсикг а с , та15 рг6х1то 
(1а ог1ёет. Ет поззо ргоЫеша, о роп(о ё ( — , — ) = Рз ^ие ё иш уёг(1се (1а 
гее^ао Гас(1Уе1. ^ 

14.3.2 Ехетр1о: Ута ГаЬг1са ргодиг (1о15 (1ро5 ёе ёега(1оге8, (1ро А е (1ро В, 
е са(1а ит (1с1е8 (1еүе ра$$аг рог <1иа5 шйцшпа^, С е 0. Рага Гагег иш вегадог 
(1о Нро А, а тацшпа С {1еүе иаЬаШаг 2 Ьога$ е а т^^и^па О (1еуе !гаЬа1Ьаг 
4 Ьога$. Рага Гагег ита ип|(1а(1е (1о Про В, аз тй^ишаз С е 0 {1еует 1гаЬаШаг 
гехресИуашете, 4 е 2 Ьога5. А8 т^яи^пав р0(1ет (гаЬаШаг 24 Ьога5 рог сИа. 
5аЬе-$е цие а ГаЬпса 1ет ит 1исго с1е 3.000 и.с.р. рог ит ^егадог ^ро А 
е ит 1исго (1е 5.000 и.с.р. рог ит (1о (1ро В. А1ёт (11580, е1а уеп(1е 1о(1а 
а $иа ргоЛи^^о. 8еп(1о а$$1т регвип(ато$: ^иап(о$ ^ега(1оге$ (1е са(1а (1ро а 
ГаЬг1са (1еуе рго(1иг1г, рага цие 5еи 1исго $е^а тйхипо? 
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СЬатето8 х а яиат1{1а(1е £1о Про А е а <1о иро В, е оЬкегуеток ах 
ге51г1§бе8 5оЬге х е 5е хао ГаЬг1са(1о5 х ^егадогев ёо Иро А, о 1етро еахЮ 
ре1а та^г11па С ё 2дг, е хе хао ГаЬг1са(^о$ у 2егас1оге5 с1о Иро В, о (етро £35- 
10 ре1а таяшпа С ё 4у, ои зе^а, о 1етро 1о1а1 и^адо ре1а та^ита С ё 
2х + 4>', чие йеуе 5ег тепог цие 24 Нога5. Апа1(җатеп(е, 1ето8 ита геви!- 
530 рага а та^и^па 0. Оеүеток 1ег, еп(ао: 

х>0 

У>0 
2х + 4;^ < 24 
4х + 2 V < 24 

^ие П08 Готесе а гее^ао то8(га(1а па Пёига 14.3.1 1 , сиЗо8 уёг(1се8 8ао (0, 0), 
(6, 0), (4, 4) е (0, 6). А Гипдао ^ие яиегето8 шаит^гаг ё а £ип?ао 1исто. 

лУ 




6 

р|дига 14.3.11 



Дх, у) = 3 ОООд: + 5Шу 

1)86 0 тё(о(1о 8еотё(т1со безсгКо по ехетр1о ап(ег1ог рага (1е(егттаг 
0 тахнпо (1е /, оЬхегуапёо ^ие, рага оЫег о шахипо, уосе йеүе "сатгпЬаг" па 
гее^ао рог ге(а8 регрепа1си1аге8 ао уеЮг ^йхеШе йл^.о.е по шезшо 8еп(1(1о Ые. 

14.3.3 Т|ро$ с1е 5о1и¥ао 

Ва8еа(1о по тё(о(1о ёеотё(г1со ^ие дезсгеүетоз па зе^ао ап(епог, ^а 8е роЛе 
т(шг ¥аг1о8 (1ро5 (1е юХи^ао бе ргоЫетав &е рговгатадао 1теаг ёе йиак уапауе!». 
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Үато8 соп$1(1егаг (одо8 о8 (1ро8 ро88]үе1$ де ге§!де$ роНейга^^ сопүехак по 
е рез^шзаг оз тах1то5 е тт1то5 (1е ита ('ип^ао /(х, у) = ах + Ьу + с. 
N3 Р1§ига 14.3.12 1отато8 а = 1 е Ь = 2. 

(а) Нөд1де5 М1тиас1а5$ет уёшсез 




4 



(Ы Вед|бе5||1т11ас1а5сотуёп1ое5 
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Родето5 оЬ^егүаг рог1ап1о ^ие а ?ип?ао 

/(х.уУ^х + ^у + с пагсё^ао 

Л| а8$ите тшипо еш 1о(1а ге1а ("Ггоп*е1га" де Л , ) е пао акише тах1шо. 
^2 пао а58ите шахшю пеш т/тто. 

пао азхите тах1то пет тшипо. 
Л4 а$5ите т1пш10 по5 үёгИсез АеВ, рог1ал(о а$$ите т1гито ет 1о(1о 

5е§теп!о АВ, е пао аззите тах1то. 
/?5 аз&ите тшшю по уёг1»се А е тахшю по үёгИсе С. 

пЗо а$$ите тах1то пет тшхто. 
Л7 авзите тах^то по уёгИсе А е пао азхите шшшю. 

а5$ите тшшю по үёгИсе В е тахшю по уёгИсе Л. 
/?9 (ет о үа]ог т^х1то 1^а1 ао үа1ог тшипо е 1^а1 г/(А). 

Ехегасю: а) Оезсгеүа, а^гауёз ёе шеяиа^бе^, а$ гез^бев Л^, Л^, 
асипа. 

Ь) Ра^а ит ехеидо 8ете1Ьап1е ао ^ие Г01 Ге11о асипа рага ёе^егтхпаг 
о$тахш10$ е тшшю5 (1е/(х,>') = -2х + у + с павгербек Я^.К^ Я^. 



14.3.4 Не$о1и9ао 6о РгоЫета рага л-уап1уе15 

Ро(1ето5 ех^епйег о тё1о(1о §еотё1псо (1е8сп1о по Ехетр1о 14.3.1 рага 
ргоЫета» йе РЬ еш ^ега!. Тегето$ еп1ао рага/(;с, , х^) = а^х^ + ...+ 
+ а„х„ + Ь о үеЮг ^гаШеШе с^^а^.а^, а„)ЕК". Ет 1егто5 (1е рго(1и1о 
ш1егпо 1ето5 /(х) =<х, с) + Ь,х =(х1, . . д:„). А Гип^ао оЬ}е11У0 зега, рог1ап1о, 
соп8{ап1е П05 Ыреф!апо5 регреп(11си1аге8 а с. (Рага ав по^бех с1е регреп(1]си1ап8то е 
со-$епо (1о ап§и1о еп1ге уе1оге5 (1о К", сопзике, зе песе55аг1о, о Сар1Ш1о 8.) 

N0 са50 йе ргоЫета епүо1үеп(1о (гё$ үаг1аүе1$ ашда ё ро5$1Уе1 ү1$иа112аг 
§еоте1псатеп1е. 05 роп1о5 (1е тГпшю ои шахшю да Г.о. 5егао ргосига(1о5 
уаггеп(1о-5е а геё^ао Гас11Уе1 рог р1апо5 регрепс11си1аге8 ао уе1ог £гас11еп1е 
с = (д,. Дз. Дз)е К^. 

Ехегсшо: Рага йхаг шеШог е51е ргосе(11теп1о, соп51(1еге а Гип^ао 
/(х,у,2) = 4-х~2у + 2. Ое(егтше о уа1ог шахшю е о уа1ог тГп1то ^ие 
/а55ите па гед1ао ^е5сп(а по Ехетр1о 2 (1е 14.2.13. ОЬ^егүе 08 роШоБ опс1е 
1510 осогге. 

Р1са (1|ГГсП, 1гаЬа1Ьаг па ргайса сот е51е ргосесИтеШо 8еотё1псо рага 
циа^го ои та15 уапаүе15. Ма5 е51а по^ао йе ргосигаг шахтоз е тт^шох да Гип^ао 
оЬ^еиуо рог ита үагге(1ига (1е Ырегр1апо5 регрепд1си1аге5 ао 8га(11еп1е гю5 
регтИе 1п(шг (1о15 Га1о5 сгис1а1$ па рго^гаша^ао Цпеаг. 
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/7 А /ип(^ао оЬ]еНго азште песешттепге ит уаЬг гтхто е ит уаЬг тггйто 
диап(1о а ге^Шо роИе(1га1 сопүвха (/асПуе1)/ог ИтИас1а. 

и) 08 уёпкез ёе^етрепНат ит раре1 /ипс1атеп1а1 па ргосига ёе тахто^ е ттипох 
рага а /ипдао оЬ^еИуо. 

Үоке ао8 ехетр1о8 ап1епоге8 с1е РЬ, *еп1е оЬвепгаг о рог^иё йезее Ыо. 
Ыа рг6х]та хе^ао уатоз ГогтпаИгаг е81а ШШпа оЬзегуа^ао, е81аЬе1есеп(1о о 
ге8и1идо ^ие ё ГипдатепЫ па гезоЬ^ао ёе ргоЫетах (1е РЬ. 

14.3.5 Теогөша Рипс1атвп1а1 с1а Ргодгата^Зб Ь^пеаг 

0 ргше^го гезикаёо пох й\г ^ие 08 уаЬгез ех1гето8 ёе иша 1ип;Эо айш 
$ао а$$ит1(1о$ по8 роп1о$ ехиетоз (1о$ $е@п1еп108. 

Ьета 1:Бе\л/(х1^.,х^) = ахХ1 ^а^х^ + ... + д„д:„ + е 8е]а Р ит ропЮ 
ш1ег1ог а ит зе^шепго АВ 6.0 К" , 151о ё, Р = ХА + (1 - X) В, 0 < X < 1. 

Еп1ао1егето8/(А)</(Р)</(В) ои /(В) </(Р)</(А). 

Ргоуа: Сото Р = ХА + (1-Х)Ве/ё иша (тапкГогша^ао айш, 

/(х)-1{хУ^ Ь, оп(1е Ь (дг) -X (хд, х„) = +а2Х% + ... + а„х„ ё 1шеаг, 
/(Р) = 1(Р) + Ь=Ь(КА+{\-\) й) + Ь = \1(А)+ (\-\)Ь{Ъ) + Ь. 

8ироп11а/(А) </(В) 1(А)<1 (В) 

Сото /(Р) = X X (А) + (1 - X) I (В) + 6 1ето8 

\1(А) + {\- Х)1 (А) + Ь </(?) < ХЬ (В) + (1 - X) 1 (В) + Ь. 

1(А) + Ь</(Р)<1(Ъ) + Ь 

Рог1ап1о: 

/(А)</(Р)</(В) 

Ба тевша Гогта, 8е 11Уегто8/(В) </(А) то$(гато8 ^ие /(В) </(Р) </ (А). 

11та сопкецйепаа (1е8(е ге8и1(а(1о ё о 1ета а 8е§шг, цие үосе роЛега ргоүаг 
сото ехегсГс1о. 

Ьета 2:3е}а./(х1, ...,х„) = а1Х1 +^2X2 + ... + а„х„ + Ь. 8е ёепеге о8 
уа1оге8 цие / а88ит1г пит 8е§1пеп(о АВ (1о К" , о үа1ог тах1то (т1што) Гог 
а88ит1до пит роп^о Р 1п1епог (1е81е 8е§теп1о, еШао/вега сопЛаШе ет АВ. 

Апа118ап(1о 08 епипс1а(1о8 (1о8 1ета8 1 е 2 е а па^игега (1е шпа геё^ао 
ро11едга1 сопуеха, е$(ато8 еш соп^И^ао йе епипс1аг о рг1пс1ра1 ге$и1(а(1о (1а РЬ. 
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Теогета Ригк1атеп(а1 с1а Ргодгатасао Ц|пеаг 
8е]а/(д:,.....х„) = а,Х1 + ... + 

^п-^п ^ <1еГш1да пшпа геё^ао роИеёга! 
сопүеха Л до К". ЗиропЬа ^ие/а88иша шп ¥а1ог т^х1то (тйишо) пе$(а 
ге^Оо. Еп(^о, 5е-4 ро$8Ш үёг(1се(8), е$(е уа1ог шахипо (т1п1то) 8ега а8$ит1(1о 
пиш үёг(1се. 

Ргоуа: (Рага ге81бе8 А йо .) ЗиропЬатоз ^ие о уаЬг тах1то (тш1то) 
йе /8е]а а88шшёо пшп роп(о РйеЛ. 

Соп$1(!егап(1о 1ойд& а& ге£1де8 ро11е(1га18 сопүеха$ ро88{үе18 йо (үе^а 
14.3.3), родето8 (ег: 

/) Рёит уёпке. (Ке8(е сазо о (еогеша ^а е8(ага ргоүа{1о.) 

н) Р еШ пита аге$1а. Во 1ета 2, /а88ит1га е8(е үа1ог тахипо (т/што) 
еш (ода аге8(а. Сошо а ге^ао А ро88ш уёг(1се(8) е8(а аге8(а соп(ега 
иш үёг(1се V оЬг18а(ог1атеп(е. (Рог ^ие?) Рог(ап(о, /(Р) = /(V). 

ш) Р езга тю тгепогйеА. N68(6 са8о,/8ег^ соп8(ап(е ет (о(1а те^Зо А. 
Ое Га(о: 




р|дига 14.4.12 



15е]а 0 ит ои(го роп(о ш(епог (1е А . Сото А ё роИеёга! сопүеха, о 
8е§теп(о ОР е&(а соп(1(1о еш А ; а1ёт (1185о, сото Р ё ш(епог, ро(1ето8 
соп81дегаг иш рго1опЁашеп(о 0 0 де8(е а1п(1а соп(1(1о еш Л . Оо 1ета 2 $е§ие 
^ие/ё соп8(ап(е еш 00' е, рог(ап(о, /(Р) =/(0). 

ОЬхеградао 1 : А ргоүа (1е81е (еогета рага «-уапауе18 уа1 епуоЬег ит пйтего та1ог 
с1е ро551Ыис1ас1е8: о роп(о т1с1а1 (1е тах1то (тт1то) ро(1ега е8(аг 

1) пит уёг(1се; 

») пита ате$(а (8о1ид1о (1е (п - 1 ) - е^иа^бе^). \е$(е са$о, о тах1то (тшипо) 
8ега а$8иш1(1о еш (о(1а а агез^а ^ие ё шп 8иЬсоп]ип(о (1е (11теп$ао 1 ; 

В|Ыю(еса с1е 
С|ёлс1а & Теспс 
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ш) пита Гасе ($о1и9ао (1е (п - 2) - е^иа^бев). N6516 са£о, о тахшю (тишпо аега 
аБзитШо ет 1о<1а а Гасе дие ё шп $иЬсоп]ш1(о (1е ШтепзЗо 2; 



т) пит роп1о т1епог да 1е^3.о А (^ие 1ет (Итепзао л). Кез^е сахо, а Гип^ао вега 
соп8{ап(е ет {о<1а те^йо. 

Ро<1е-8е то51гаг цие ет (о(1о5 ех^ез саков, яштйо а гез^ао 1ет Уёг11се8, 
соп$е§што$ ит убтХке V опде а ^ип^ао а$8ите зеи тйхипо (тйшпо), 
/{V) = /(Р). 

ОЬзегуа^ао 2: Ё е51е 1еогета дие регт11е, поз сахоз ет ^ие, ре1а па^шега (1а 
Гип^ао, ^а $аЬето$ цие е1а а$$ите тах1то (ттшю) епсоп(га-1о арепав 
(1е(егт1пап(1о $еи$ үа1оге$ по$ уёг{1се$ да ге^Зо роие(1га1 сопүеха. 

ЕхетрЬ: N0 ргоЫета ргор051о па зе^ао 14.2.3^ 1ешо$ 
/{х,у} = 10х + ву^ 0ро18Х > Оеу > 0. 
/ё, рог1ап1о, ит11а(1а шГепоппеп^е, о ^ие по8 регт11е сопс1шг цие е1а а55ит1га 
ит т1што па геб^ао ^ие ё ГесЬа(1а. Рага епсоп1га-1о, Ьа51ага рог1ап1о са1си1аг 
о ¥а1ог (1а Гип^ао по$ үёг(1се$ 6а ге^ао. 

Пед|бе$ Ь1т11а(1а5 

Ита зИиа^Зо опйе, рага ^иа^^иег Гип^ао оЬ^еИуо, 1ето8 песе55аг1атеп1е 
тйх1то е тш1то асоп*есе яиап(1о а гее^ао^ Гог ИтКада. Рага то$(гаг е81е Га1о, 
уосё (1еүе үоИаг рага а зоЫ^ао ёеотё1пса (1о5 ргоЫетаз (1е РЬ (14.3). Ыо1е ^ие, 
ао үаггегто5 о Я" рог 1ирегр1апо8 регреп(11си1аге5 ао үеЮг §га(11еп1е (1а Г.о., 
ветрге 1осагето8 а герЗо А ита рпте^га е ита й1(1та уег. А1ёт (1181о, шпа 
гее^ао роиедга1 сопүеха Ит11ас1а с1агатеп1е ро55и1 уёг11се5 (рог ^ие?). Ыо по8 
регтИе геезсгеуег о 1еогета Гип<1атеп1а1 РЬ рага е81е са5о. 

Теогета:8е^а /{х^, х^, х„) = а^х^ + ...+а„х„+й с^еГшМа пита геедао 
роИе(1га1 сопуеха ШпИас^а Л . Еп1ао/ авзите 5еи5 уа1оге8 тахшю е тшшю по5 
үёгИсе^ с1е А. 

А1дог11тож рага Ве$о1увг РгоЫетз! с1е Р1 

Ү1то5 пе51а зе^ао цие §гапс1е раг1е (1о5 ргоЫетаз (1е ргоегата^ао Ипеаг 8е 
ге5о1уе апаИ^апёо-^е арепа8 05 уа1оге5 (1а Гип^ао оЬ^еИУо поз уёг11се5 йг ге§1ао 
ГасПүеЬ ТапЮ а (1е1ет11па9ао до8 үёгИсев (ге5о1и95о йе 8Ыета8 ипеаге^) ^шшЮ 
о са1си1о с1а Го. пе51е5 хао ро551Үе1$ 6е а1§оп1то5 е (1е ргоегата^ао рага 
са1си1а(1ога5. т1сгосотри1а(1оге5 е сотри1а(1оге5. Ка ргбхгта зе^ао 1п1гос1и21гето5 
ит (1е81е5 тё1о(1о8, сопЬес1(1о рог тёюйо 51тр1ех. 
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Ргодгатарао Ь|пеаг 1те!га 

Мш1о& ргоЫета8 рга11со8 ро(1ет 5ег Гогти1аёо8 сото тахш112аг ои 
т1пш112аг шпа Гип9§о до 11ро/(х1, .... х„) = а^л;, + ... + д^^дгд + Ь пшпа ге^^ао 
ро11е(1га1 сопүеха, сот а ге^Шдао аШсюпа! дие аз гагшрегз Ш) Ш1е1го$. Е81е ё 
о са5о рог ехетр1о (1о ргоЫета ргоро81о ет 14.3.2. 

N3 ге8о1и9ао шп ргоЫета де РЬ, пет 8етрге о т^то ои тГп1то 
осоггет ет роп1о5 си]а8 соог(1епа(1а8 8ао пйтего5 1п1е1Г08, согкИ^ао 1пШ5реп5аүе1 
па Гогтик^ао (1е сег1о8 ргоЫета5. Ех151ет 1ёсшса5 рага 5е (1е1епшпаг зоЫ^без 
ш1е!га8 б11та8 (тахшю ои тГшто), 1$1о ё, 8о1и9бе8 та1$ ргдхипа$ (1о8 үёгПсез 
с1е тах1то ои тшшю. Ет а18ип5 ргоЫетах уосё родега Гагег 151о 1п1и111Үатеп1е, 
үе^а Ехегс1с1о 16 (1е 14.4. N0 сазо 8ега1, е81е5 ргоЫетаз вао 1га1а(1о8 па виЬагеа 
де РЬ ЛеттлплблРю^гаггщао ЫпеагМевп (үе^а геГегёпс1а$ ао Гша1 ёо сарйиЬ) 

*14.4 ЕХЕВСГС10$ 

1 . N3 дейп19ао (1е үаг1е(1аде Цпеаг ет 14.2.1 ргоуе цие Үц&А.О уе1ог Үо ё 
йп1со? Н' ё йшсо? 1п1егрге1е ^еотеШсатеШе. 

2. Ое8епЬе а ге^^ао ет К^, (1еПп1<1а ре1а5 (1е81еиа1даде$ 

Ъс + у + 9 >0 
< -х + Зу + 6> 0 
х + 2у - 3<0 

Оиа1$ 8ао 8еи$ уёг11се$? 

3. Ое5епЬе а ге^ао (1еГш1(1а ет К^, ре1а5 6е$1£иа1(1а(1е$ ап1егюте8. 

4. ^иа!8 8ао 08 үёг1!се8 (1а ге£1ао роиедга! сопүеха ет К^, (1еГш1(1а рог 

х>0 

2х + Зу <2 
' Зх + 2у <2 
X + у < \ 

Ое8епНе е81а ге^ао. 

5. 8е (1иа$ ге^без роИе(1га1$ сопуеха8 5ао ёеПтда$ рог (1о15 соп)ип1о$ де (1е81- 
£иа1(1а(1е5 Илеаге^, а шСегкс^Зо де$(а$ ге£1бе8 ё (1еГш1(1а рог яиа! соп^ип1о 
(1е (1е$1£;иа1()а(1е8? 

6. А ип1ао йе йо'\в №11|ип1о$ сопүехо8 ё сопуеха? 
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7. ЗеЗат А = (1, 2, 3) е В = (0, 1, -1) ао15 роп1о8 йе 0 ропЮ (0, 0, 0) 
е$\& $оЬге 0 5е^еп(о АВ? 

8. 11та гебШо роИейга! сопуеха ГесЬаёа йе 1ет үёг11се8 (-2, 0), (3, 4), 
(1, 0) е (-1, -1). АсЬе ит соп)ип*о йе де$1£иа1(1а(1е$ ^ие ЛеГша еви герао. 

9. АсЬе 08 роп1:о8 де тйх1то е 08 роп108 де т1ПШ1о ёа Лт^ао /(х, у) = 
= 7х 5у + 2 деПшёа па ге^Ио (1е1егтта(1а ре1а$ (1е51виа1даёе8 

'2х + у + 9 >0 
-X + 2у + 6>0 

х>0 
X + у - 4 <0 

10. ита тйяи1па ргобиг йо1& 11ро8 А е В <1е Ггавсов йе уИто, та8 пао ыши!- 
1апеатеп1е. Ао ргодигй ит Ггазсо Ао Иро А е1а ва^га 0,2 Ьога8, е ао рго- 
йши ит Иро В, 8а81а 0,4 Ьога^. 8аЬепдо цие а таяи^па роёе 1гаЬа1Ьаг 
по тйх1то 16 Ьогаз рог ё1а е ^ие о ГаЬггсаШе 1ет ит 1исго с1е 2 и.с.р. 
сош иш Ггазсо Иро А е 3 и.с.р. сот шп Ггазсо Иро В, яиап1о8 Гга8С08 
де саёа ^ро ёеует 8ег рго(1и21(1о8 рага цие о 1исго 8да тйх1то? 

И. 11та сошрапЫа (1е 1гап5рог1е8 (Ь^рбе 6е 4 сапипЬбев сот сарас1(1а(1е рага 
1гап8рог1аг 5.000 к^, 4 сат1пЬбе8 де 1 0.000 йе сарас1(1а{1е е 2 сат1пЬое5 
(1е 20.000 кй с1е сарас^ёаёе. 0 сивю рог Ьога (1о8 саш1пЬбе8 (1о рпте1го 
Иро ё 200 и.с.р., (1о зеёчпёо 300 и.с.р. е йо 1егсе1Г0 400 и.с.р. Сошо 
(1еует 8ег и8адо8 08 саштЬое8 рага ггапзроПаг ита саг^а (1е 80.000 к^, 
рага ^ие о си81о ае^а тГп!то? 

12. Ота 1п(1й81г1а ргоёиг рогсаз, рагаГи808 е ргееов, родепёо и8аг (1о18 тё1о(1о8 
д181т1о8 (та8 п^о 81ти11апеатеп1е) рага рго(1и714о8. 0 рг1те1го тёюдо рго- 
(1и2 3.000 рогсаз, 2.000 рагаГихох е 2.500 рге§о8 рог Ьога, еп^иато о хе- 
8ип(1о ргоёиг 4.000 рагаГи505 е 4.000 рге^о^ рог Ьога, та5 пеп^шта рогса. 
А 1П(1й81г1а 1гаЬа1Ьа 18 Ьога8 рог сИа е 1ет ита епсотеп(1а (1е 5.000 рог- 
са8, 5.000 рагаГизоз е 5.000 ргеео5. ВигагПе яиаШах Ьогаз е1а йеуе етрге- 
еаг са(1а тёЮ(1о рага Гагег а епиеза о та15 гар1(1атеп1е ро85Гуе1? 

13. 8е]а /(х, у) = Зх + Зу йейтйа па геё1ао роИе(1га1 сопуеха аЬа^хо: 
а) Оиа! о уа1ог т^х1то е т1'п1то /? 

Ь) Са1си1е 05 уа1оге8 /(А), /(В) е /(Р). опйе Р ё ит ропЮ по 5еётеп1о АВ. 
с) 1186 (а) е (Ь) рага (1е1егтшаг 05 ропЮ8 опс1е / а1тее о тах1то е 05 
ропЮз оп(1е .а88ите о шГп^шо. 
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Р1дига 14.4.13 



14. Кшпа Ш(1й81па диГписа Ьа иша саШе^га си^а таг^еш с1е ве^игап^а 6 1а1 дие 

а рге88ао тед1(1а еш а1то5Гега8, е а 1етрега1ига Г, те(11(1а ет §гаиз Се151и8, 
ёеуеш хег гееи1а(1а8 (1е тапе1га ^ие 10 + Г 400. ^иег-8е изаг а са1(1е1га 
рага ^ие 8е]а ргосе$вас1а ита ёе1егт1па(1а геа^Зо. Рага дие 181о осогга ёа 
Гогша йе&е^ада, а ГешрегаШга йе\е еЛаг еп1ге 80°С е 300°С, е а рге85ао еШге 
1 е 20 а1то5Гега8. А ^ие 1етрега1ига е ргеззао (1еуе иаЬаШаг а са1ёе1га рага 
^ие а геа^ао 5е ргосвззе по шепог 1етро ро$${үе1, $е 8аЬето5 ^ие а 
үе1ос1(1а(1е (1а геа^Зо ё ёа(1а рог у — 2Т + 30Р + 20? 

15. Мо51ге ^ие ита гей^ао роИес^га! сопуеха ит11а(1а ^4 йо ройе 8ег 
сагас1ег12а(1а ре1о$ 8еи$ үёг11се$ VI, ^„ (1а $е@шп1е тапе1га: 

А = I хеК^ х^Х^у^ + ...+ Х„У„, 0<Л,<1, /= 1,...,п\ 



16. Сопз^ги^ао ёе Са8а8 Рори1аге5. (РгоЫеша со1е1аёо ре1о РгоГ. Ко(1пеу 
Ва88апе221 еш Сиагариауа-РК.) 



Лро йе Саза 


А 


В 


С 


^йтего ёе ре88оа8 
^ие аЪп^а 


6 


4 


3 


Си8Ю йе соп81ги§ао 
(еш ЦРС) 


1.200 


1.000 


800 


Оетапс1а 
(п9 (1е ГатШав цие воЬсИагат) 


150 


200 


250 
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ҮегЬа *о!а1 Шзротте!: 2.000.000 ЦРС. 

а) Ое^еппте ^иап^аз саш ае сада 11ро аеует жг сопЛгиМаз (1е тодо а 
а*епаег о та1ог пйтего йе резвоаБ ро881Уе1. 

Ь) Ке5о1уа о Нет а) зиропёо яие о си81о йа са$а ёо йро В раззои рага 

1.040 ЦРС. 

с) ЕйаЬек^а иш сп1епо яие 1еуе ет соп1а о пйтего йе рехБоаз е о 
пйтего йе ГатШав ^ие адИсИагат сазах. Оегеппте о пйтего (1е 
сахаз с1е са(1а йро а 8егеш сопйшйаз (1е гао(1о а оИт^гаг о сп1ёпо 
дие уосё а(1о1ои. 



14.5 МЁТООО 81МРЬЕХ 

14.5.1 1п1гос1ирао 

0 тё1о(1о егайсо аргезетаао па ве^ао атег1ог ё ий11га(1о арепаз рага 
ргоЫетаз сот (1иа8 ои 1гё8 уаггауе!^. Рага ргоЫетаз та^огех, о тёШо ёгаПсо 
1ота-8е тргаИсауе! , пе5{е сазо пбх ргес18ато8 (1е ита 1ёсп1са еГ1С1еп1е рага 
гезоЬег ргоЫетаз (1е ргойгата^Зо Цпеаг сот та18 (1е егёв уапауе18. Е81а 1ёсп1са 
ё о тёгос!о ятр1ех. 

0 тё1о(1о 81тр1ех пас1а та18 ё с1о дие ит а^^огИто (1е Ьихса, 181о ё, е1е 
соте^а пит уёг11се (1а гее^ао £асПуе1е то¥е-8е деит уёгйсе Гас11Уе] а ои!го а1ё 
епсоШгаг о уёгйсе б1ш1о. Ро1 (1е8епуоЫао ет 1947 рог Сеогее В. 0ат21§, е арб5 
5иа сопсер^ао Ьоиүе ит сге8сш1еп1о е8рап1о8о да ргоёгата$ао Ипеаг, сот 
сеШепах (1е 11уго8 е аг11808 риЫ1са(1о8 по8 С1гси1о5 аса(1ёт1С08. Атея с1е 1947, 
а ргоегаша^ао Цпеаг ега ргаИсашеШе аезсопЬеааа, Ьауепёо, еШгееато, а1§ита8 
ехсе^ое^, рог ехешрЬ, Роипег (1823), де 1а Рои88т (1911), КаШогоукЬ (1939). 

А роиса т^Ига^ао йз. ргоегата^ао Нпеаг ап1е8 (1е 1947 ега (1еУ1(1а а §та11(1е 
(ИПсиМаае сотри1ас1опа1 йе 8е ге8о1уег ргоЫета5 Цпеагеа, ре1о ГаЮ (1е ех18иг 
ит вгапёе пшпего йе сотЫпа^бе^ (Гас11Үе15 е п5о-Гас11Уе18) а яегеш ре8ди18а(1а8. 
Сот о тё1о(1о 81тр1ех е85а (1ШсиИа(1е Го! оШиайа, ро1В о а1§опЧто 51тр1ех 
геаЦга ита Ьи5са арепа5 по5 уёгйсев ГасЦуе^з (яие рег1епсет а гее^ао Гас11Уе1). 

N^513 56930, 1тгос1й21гето8 о тё!ос1о 81шр1ех а^гауёв (1а гевоШ^Зо (1е ит 
то(1е1о 8Ш1р1е8 де ргоегата^ао Ипеаг. ита У15ао а18ёЬг1са йо тё1о(1о 81тр1ех 
{атЬёш 8ега арге8етас1а, рага яие о 1е11ог үег^Гцие цие а1га8 (1о "ргосесЦтето 
шесап1со" (1о тёШо 81шр1ех ех181е 1о(1а ита Ьазе а^еёЬпса. Рог йШто, 5ега 
аргевепЫо ит ргоегата па 11п§иа§ет Ва51с яие ге8о1үе ргоЫетаз йе 
ргоегата^ао Цпеаге ро(1е Гас^Цпете 5ег т1р1етета(1о еш ^иа^циег 
т1сгосотри1а(1ог ех181еп1е по тегса(1о. 
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14.5.2 Ехетр1о с1о РаЬг1сате с1е М6уе1$ 

РгоЫегт. Уатох соп51с1егаг ит ГаЬпсап!е (1е т6үе15 ^ие ГаЬпса арепав 
те8а8 е са(1е1га5. Е1е 1ет иш 1исго' ёе Сг$4.500,00 еш са(1а са(1е1га е (1е 
Сг$ 8.000,00 ет са(1а шеза уеп(11<1а. 5ирбе-8е ^ие (1еу1(1о а Гог1е ёешап(1а (1е88е8 
11еп5 соп5е§ие-5е үепёег 1о(1а а ргос^и^Зо (1а ГаЬпса. Мав, а рго(1и9ао ёа йппа 

ё Ит11;ас1а ет (1о15 а5рес1о8: 

1) Са(1а са(1е1га рго(1и21(1а пШгъ. 5 ип1(1а(1е5 (1е ^асагап(1а. Оа шевта Гоппа, са(1а 
те8а (1е ]асагалЛд рго(1и21(1а иИИга 20 ип1(1ас1е8 (1е ]асагапёа. П15рото8 (1е 
ит (о(а1 ёе 400 иш(1а(1е8 (1е ]асагапда. 

2) Са(1а садеига рго(1и21с1а 8а81а 10 Ьотеп8-Ьога8 е са(1а те5а рго(1и21(1а 8а81а 
1 5 11отеп8-Ьога8. ЕНзротоз де иш 1о1а1 йе 450 Ьотеп8-Ьога8. 

О оЬ^ейУО (1о ГаЬг1сап{е ё ие8соЬг1г ^иа1 а ^иапй(1а(1е оШпа (1е са(1е1га5 
е те$а$ а зегеш ГаЬпса(1а$, (1е (а1 тойо ^ие о 1исго 1о1:а1 8е]а о та1ог ро5$1Үе1. 



14.5.3 Мо(1ө1ап(]о о РгоЫета Ма1ета11сатөте 

Ет ргапе1го Ш^аг үато8 ШепйНсаг а8 уаг1ауе18 (1о шо(1е1о. Үашоз 
сЬашаг (1е 

л:| = пйтего (о(а1 (1е са(1е1га5 ГаЬпсаёаз; е (1е 
Х2 = пшпего (о(а1 (1е шеш ГаЬг1са(1а5. 

Цша үе2 1(1еп(Шса(1а5 а$ по58а$ Уаг1аүе18 (па (епшпо1о£1а ёе ргозгата^ао 
Цпеаг сЬатас1а8 (1е ушк\е\^ (1е (1ес15ао), Пса ГасИ е8(аЬе1есег о тойе1о 
та(ета(1со (1о ргоЫета ёо ГаЬпсап(е (1е т6үе18. 

0 1исго с1о ГаЬпсап(е ро(1е 8ег ехрге58о (1а 8еЁи1п(е шапе1га: 

1 = 4.50(1X1 + 8.000X2 

е а5 ге$(п9бе$ (1о ргоЫеша: 

5^1 + 20x2 < 400 (ге5(П93о (1е (11$роп1Ыи(1а(1е (1а та(ёпа-рг1ша) 
10x1 + 15x2 <450 (ге8(г19ао де (115роп!Ыис1аёе (1е т5о-(1е-оЬга) 

^ ' $ п ? (ге8(п95е5 (1е пао-пе£а(1у1(1аёе) 

^2 ^ 0 ^ 



Ьисго ё <1еПл1<1о сото о рк^о с1е үеп(1а тепо5 о сик(о (1е ГаЬпса^ао. 
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Е а8$1т, о то(1е1о де рго^гашадЭо 1теаг (1о ргоЫеша Ло ГаЬпсап(е (1е 
т6үе15 ро(1е 8ег е&1аЬе1ес1(]о Гоппа1[пеп(е х^шпЬб тапе1га: 

Ш\1 = 4.500x1 +8.000X2 

8/а 5X1+ 20X2 < 400 

10х, + 15x2 < 450 (Лз) 
X, >0 (/?з) 

Х2>0 (Л4) 

14.5.4 $о1и^о бөотбЫса 

1>е8еп11ап(1о а5 ге$1г1(бе$ ёе$сг11а5 па щйо 14.5.3 оЫетов а 5е£;ит(е 
ге§1ао ГасИүе!: 



Л2 
(тезав) 




XI (са(1е1га$) 



Р|дига 14.5.13 

Рог{ап1о, и1Ш2ап(1о о тё1о{1о ^гайсо уепйсатов яие о үёгИсе С ё о уёгИсе 
бИшо е согге$роп(1е к ГаЬг^са^Зо йе 24 саде1га$ е 14 теза^ сот ит 1исго 6& 
24 • 4.500 + 14 • 8.000 = Сг$ 220.000,00 



14.5.5 Рогта Рас1гао (1о РгоЫета с1о РаЬг1сап1е с1е Мдуе1$ 

Сото Го1 у18{о паз хе^оек ап{епоге5, а зо^и^ао б!1та рага ^иа^^иег 
ргоЫеша (1е рго^гата^ао Ппеаг осогге пит ёо8 үёг!1се5 йа. хе^ао Гас11Үе1, 
£$868 үёгИсея осоггет оп(1е ге1а5 8е сшгат. Рог1ап1о, ап1е8 (1е ге$о1үег иш 
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ргоЫета (1е рго^гата^Зо 1шеаг ре1о тё1ос1о &1шр1ех, деүето8 1гап8Гогтаг о 
$1$1ета (1е гпе^иа^без Ипагез, §егаёа5 ре1а5 гек^гх^оез с1о ргоЫета, ет ит 81$1ета 
(1е едиа9бе$ ипеагеэ, ои зе^а, деуето^ 1гап8Гогтаг о ргоЫета йе рго§гата9ао 
Цпеаг ог1£ща1 па Гогта ра(1гао. 

РгоЫета (1о/аЬпсап(е йе пюуегв: 



Мах/: = 4.500x1 +8.000x2 
8/а 5х, + 20X2 < 400 

10х, + 15X2 < 450 
X, >0 
Х2 >0 



N6$ (1еуето5 1гап5Гогтаг а те^иа^ао 5Х| + 20x2 < 400 еш е^иа^ао, рага 
1$1о Ьа$1а а$$ос1аг шпа Үаг1аүе1 Хэ , дие ё сНата(1а (1е үапаүе1 <1е Го1@а, па {пециа^Зо : 

5X1 + 20X2 + Хз = 400 
и$ап(1о 0 ше$то гасгосиио рага а 29 гевШ^ао, оЫето$: 

10X1 + 15X2 +Х4 =450 

Ьо^о, о ргоЫета па Гот^а ра(1гао йса: 

Мах /. = 4.500x1 +8.000x2 
8/а 5X1 + 20x2 + Хз = 400 

10х, + 15x2 +Х4=450 

X,, Х2, Хз, Х4 >0 



14.5.6 А1дита$ Ое1т1(де$ 

Соп$1(1еге о $еёиш1е $151ета 11пеаг: 

ДцХ! +^12X2 + ... + л,„х„=/»1 
«21^1 + а^гХг + ••. + ^гп^п ~ ^2 



(]ие е$сп1о па Гогта таШсга! 1ота-$е 

Ах = Ь 

ЗиропЬа (]ие о ро$1о ёе А $е]а 1£;иа1 а т е ^ие п>т. 



® 
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а) Зо^и^ао Ва$1са 

Олйо шп соп^ито (1е т е^иа^оех ипеагех сот т шсб^пКах, сопГоппе 
аейшёо еш ф , уатох сКатаг ёе В яиа^циег 5иЬта1п2 тХт, пао-81П8и1аг, 
Гогтаёа рог т со1ипа5 1паереп(1ете8 ёе А (ке А 1ет ро81о 18иа1 а т еШЗо Ы 
8иЬтаег12 ех18{е. Рог яиё? Уе^а 3.7.1), е 5е]а N а зиЬтаЫг тХ(п-т) ^опааАл 
ре1а5 п~т со1ипа5 ге51ап1е5 (аяие1а5 ^ие пао рег1епсет а В). Рог1ап1о, 
Ах = Ь ройе 8ег евсгИо (1а везшШе тапе1га: 

+ ^х^^ = Ь 

ро18 А Го1 раг11с1опа(1а ет В е N (А = [В, ^]) е х ет е х^^ 
(х = [Хр , ]), оп(1е Хд = [үе1ог (1е т сотропеп1е8 Гогта(1о реЫ үаг1аүе18 
а88ос1ааа8 а8 со1ипа5 (1е В] е х^^ = [үеЮг Ле (и - т) сотропеп*е8 (охтлйо 
ре1а5 үаг1аүе18 а$8ос1а(1а8 а ^] . 

ЕпИо, 8е 10^08 08 сотропеп1е8 (1е х^ Гогет йхов 18иа18 а гего, а воШ^Зо 
рага о соп^ито гезиИаШе, ВХр = Ь, ё сШо зег ита 5о1и?ао Ьа51са рага Ф сот 
ге8ре11о а Ьазе В. 08 сотропеп1е8 (1е х^ зао сЬата(1о8 йе ¥аг1аүе15 Ьа81са8 е 08 
сотропеп1е5 йе йе ¥аг1аүе18 пао-Ьа81са8. 

Ь) $о1и9ао Ва51са ОедепегасЛа 

5е ита ои та15 уапаүе18 Ьа81са8 ет ита воЬ^ао Ьа51са 1ет уа1ог гего, 
е81а зоЫ^ао ё (Ша вег зоШ^Зо Ьа81са {1е8епега(1а. Во роп1о ёе И8(а йеотёЫсо, 
151о осогге циап(1о 1ето8 шп уёгйсе (1е1ептпаёо ре1а иИегвес^Зо (1е та18 
(1е с1иа8 ге1а8. 

Үато8 соп81(1егаг а^ога о вейшШе 8181ета 

^="! ® 

х>0 ) ^ 

о яиа! герге5еп1а а8 ге81г195е8 (1е шп ргоЫета {1е ргокгата^Зо Цпеаг па 
Гогша рлйтйо. 

с) 8о1ифао Рас^Гув! 

От уе{ог х хаизГагепао 1о(1а5 а$ ге81п9бе8де(Ц)ё сШо 8ег Гас11Уе1 рага е81е 
5151еша. Ута зоЬ^ао ГасПУс! рага @ ^ие 1атЬёт ё Ьахюа ё с!гата(1а йе 
воЫ^ао Ьа51са Гас11Уе1. 5е е51а зоШ^ао 1атЬёт Гог ита зоЫ^ао Ьа81са (1е8епега<1а, 
е1а 5ега с11ата(1а с1е ^оЫ^Зо Ьа81са ГасПуе1 (1е8епега(1а. 

Соп81(1еге аеога о ргоЫета (1е ргойгата^Зо Ипеаг па Гоппа рлдтйо: 



Шп сх 
8/а Ах = Ь 
х>0 



@ 
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а) $о1ирао Ва81са Рас1|уе1 ОИта 

а 5о1и9ао Ьа81са Гас11Уе1 ^ие йеп1те 4ос1а5 а5 5о1и9бе8 Ьа51са5 Гас11Уе15 
(1е Щр П08 (1а о уа1ог бШпо (по са8о, о үа1ог тишпо) рага а Гип^ао оЬ^еЙУО. 

Теогета Рипс1атвл1а) Ргодгата9§о и1пеаг 

Оа(1о ит ргоЫета йе ргоёгата^ао Ипеаг па Гоппа р&йгйо @ оп(1е А 
ё ита та^гк т X (л + с1е ро51о т, 

;) 86 Ьа ита зоШ^Зо Гас1Гүе1, На ита ^оШ^Зо Ьазка Гас11үе1; 

»■) 86 ЪА ита ^оЫ^Зо Гас1Г¥б1 о^йпа, Ьа ита воЬ^Зо Ьавка Гас1Гүб1 бИта. 

Во 1богбта ап1епог е (1а ецшуа1ёпс1а еп1ге 8о1и9ао Ьа51са Гас11Үе1 е уёгйсе 
1ето8 ^ие о тё1о(1о ^ипркх ё йш1о, ро18 ит 8181ета Цпеаг (1е т еяиа^бе^ сот 
(п + т) 1псб£п11а8 1ет по тах1то 

{п + т\ _ {т + п). 8о1и9бе5 Ьа81са8 
\ т / т1 п\ ^ 

1х>80, 0 тбЮйо 8Ш1р1ех еГеШа ит пйтего тепог ^ие ^'"^ 

11ега9ое5 рага епсоШгаг а зоЫ^ао бШпа, ро15 о а^йогИто 51'тр1ех ё ит 

ргосе(1ш1еп1о йе Ьи&са, 151о ё, тоуе-зе йе уёгИсе ГасИүе! ет үёгИсе Гас11¥е1, 

ои 8е]а, йе ^оШ^ао Ьа81са Гас11Үе1 ет ^оЫ^Зо Ьа81са Гас11'¥е1 а1ё епсоШгаг о бИто. 

Соп51(1еге аеога о ргоЫета Ао ГаЬпсаШе с1е т6уе18 па Гоппа ра(1гао 
сопГогте е51аЬе1ес1(1о па ве^ао 14.5.5 е 8иа ге^оШ^ао ееотёШса па 86930 14,5.4. 

Тето$ ^ие 



А = 



5 



20 
15 



с= [4.500, 8.000,0, 0] 

Х = [^1, Х^, Х^, Х^]^ 

Ь = [400, 450]^ 



53о 8о1и9бе8 Ьа81са8: 
1) 0 роп1о А 

N6816 са$о, а Ьаяе В ё (оттлйг ре1а8 со1ипа8 (1б е па та(п2 А. 
Рог1ап1о, 

^1 0 

В, 



0 



1 
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'1 


0 ■ 








" 400 " 


0 


1 








450 



е Хц = үе1ог ёаз үапаүе!» Ъшсав ^ [х^ ] 

^ =[Хз Х4]=[400 450] 

Пхапдо Х| = ^2 = 0 1ето8 ^ие а зо^и^ао Ьазюа а$50С1а^ 4 Ьазе 
В, ё х = (х,.д:2.Лз,Л4) = (0,0,400,450) 
2) 0 ропю В 

'20 0 
21 1 



Тотапдо а Ьазе В2 = 
(ето$ 



, Хд - (Х2, Х^) 



20 0 
15 1 



83X3= 
Хз = (х2,Х4) = (20 150) 





Х2 




"400" 




^4^ 




450 



Рог(ап(о, ПхапЛо х, = Хз = 0 (ето5 цие а ко^и^Зо Ьа81са а58ос1а(!а 
а Ьахе В^ ё х = (х,. Ха. Лз. Х4) = (0, 20, 0, 150). 

3) 0 ропЮ С _ _ 

В - 2°! 

[ю 15] '*В=<^ь^2) = (24.14) 

А $о1и9ао Ьа$1са а£$0С1а(1а а Ьазе В3 ё 
X =(дг1,д:2,^Сз,Х4)= (24, 14, 0, 0) 

4) ОроШо О 

В4 = 



[ю о]'*В4=(^ьХз)=(45,175) 

А 5о1и9ао Ьа51са а850С1а(1а а Ьахе В4 ё 
X =(д:1, Х2,хз.дс4) = (45,0, 175,0) 



5) 0 роп*о Е 

15 0 



Хв=(^С2.;сз) = (30,-200) 



А 8о1и9ао Ьа51са а58ос1ас1а а Ьазе В^ ё 
X - (X,, д:2, Хз, ДС4) = (0, 30,-200, 0) 



6) 0 роШо Р 

10 1 



,Хд =(д;,, ДГ4) = (80,-350) 
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А 5о1и9ао Ьа81са а550С1а(1а а Ьазе ё 
х = (дс,,дс2.дсз,Л4) = (80, 0, 0, -350) 

83о 5о1и9бе$ Ьа$1са5 ГасПуе1$ (үёг(1се$). 

1) о роШо А; 

2) о ропю В; 

3) о роп(о С; 

4) 0 роп(о и. 

14.5.7 ТаЫеаи $1тр1ех 

Үато5 гее5сгеүег о ргоЫета ёо ГаЬпсап1е ёе т6уе15 (1а 5е^1п(е Гогта. 

Мах I - 4.500x1 - Я.ОООхз - Охз - Ох^ = 0 
8/а 5X1 + 20X2 +0хз +0x4 ^400 

10х I + 1 5X2 + Охз + 0x4 ^ 450 
X,, х^, Хз, Х4 > 0 



О тё(о<1о зипркх ветрге соте^а сот ита Ьахе тгсШ /асп'уе1. Сото 
по ргоЫета йо {'аЬпсап(е (1е т6үе18 (ода$ ак ге5(п9бе$ $Зо (1о (1ро 1ето$ 
шпа Ьазе бЬү1а ^ие ё а 1деп(1дас1е, геГегеп(е й$ со1ипа$ йз& үапаүе!5 (1в 
Хз е Х4. 



Рог(ап(о, В = 



0 



'^В =[^з.л;4] = [400, 450] 



6X1 - -^2 - 0 (56 үосё пао еп(еп(1еи о рог^иё (11580, 1е1а поүатеп(е а с^еГш^^ао 
ёе $о1и93о Ьа$1са Гас(1Уе1). Е о (аЫеаи $1тр1ех а$$ос1а(1о а е$(а Ьа$е 11ис1а1 ё 



Со1ипа$ 







Л'1 


'^2 




Л-4 




ипЬа$ (1а Гип^ао 
оЬ]е(1үо 


1 


-4.500 


-8.000 


0 


0 


0 


Үаг1аүе1$ 


Хз 


5 


20 


1 


0 


400 


Ьа$1са$ 


Х4 


10 


15 


0 


1 


450 



Үа1ог а(иа1 (1а 
Лш^Зо оЬ^е(1¥о 

С1бпс1а & ТеспоЛд 



УРРе! 
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О (аЫеаи $Ш1р1ех асипа соп$1$(е ёе : 

1) 6 со1ипа8: А рпте1га соп1ёт тГогта^ао зоЬге а Ьазе аШа1 (үосё 1ё па 

1а со1ипа а Лш^ао оЬ]е11үо Л е ак уапауе18 е цие зао а пока воШ^ао 
Ьа81са 1шс1а1). Аз соШпаз 2, 3, 4 е 5 соШёш ^п^^оппа^ао а гевреИо {1а5 
уапауе18 х^, х^. Хз & х^, гезресЦуатеШе. Е а й1сш1а со1ипа соп1ёт па 
П ЦпЬа 0 ¥а1ог аШа! йа Гип^ао оЬ^еИүо е па8 йиав йШшак, о5 үа1оге8 а1иа15 
ёа8 үапа¥е18 Ьа51са8 х^ ех^. 

2) 3 ИпНаз: Арг1те1га геГеге-зе а ипЬа (1а {'ип^ао оЬ^еиуо; 05 үа1оге8 па 1тЬа 
йа йш^ао оЬ^еИуо (ехсегиапёо-зе а йШта со1ипа) 8ао сЬатайоз ре1а 
1епгапо1о81а (1а ргоёгатадао 1теаг (1е си51о ге(1и21(1о. Ав (1иа8 йИипав ЬпКав 
ге{егет-8е аз диа8 ге81п^8 (1о ргоЫета. 

Рага үепПсагтоз зе о 1аЫеаи ехргеяха ита 8о1и$ао Ьазюа Гас11Үе1 Ьазеа 
уег1Г1саг зе 08 уа1оге8 да5 үаг1а¥е18 Ьа81са8 зао ^ 0. 0 1аЫеаи 8т1р1ех поз (Иг ^ие 
а по88а Ьаке В ё сотр08{а ре1а8 со1ипа8 лгз е х^ (1а таХг^г А {уе^а. а 1? со1ипа йо 
1аЫеаи) е 08 ¥а1оге8 да» уаг1аүе18 Ьа81са5 «ао Ц(1о5 па й111та соЫпа. О (аЫеаи по8 
(Иг 1атЬёт 8е а 8о1и$ао Ьахюа Гас11Үе1 ахзос^аёа а Ьазе В ё бИта ои пао. 

Рага 8аЬет108 8е а 8о1и9ао Ьа81са (лсХШ ё бйта ои пао, Ьа51а үепйсаг 
8е ех181е а^ешпа ¥аг1ауе1 пао-Ьа81са дие епггапдо па Ьаве теШоге о үа1ог 
ёа йш^ао оЬзейУо. 



14.5.8 УегШатбо циет Еп«га па Ва$е 

Аб (1иа8 уапауе^Б пао-Ьа81са8 по (аЫеаи 81тр1ех 8ао Х| е . 

А со1ипа (1е х^ , по 1аЫеаи зшрЬх 612 яие : "8е аитеп1агто5 а ^апаүе! 
XI ет ита Ш11(1а(1е пб8 ипигатоз 5 ип1(1а(1е8 ёе д:з е 10 ип1(1а(1е5 с1е 
сот ит асгёзсто по ^аЬгйа /ищао оЬ/еШо де Сг5 4.500,00 (гераге цие 
1ето8 4.500 рогцие ра85ато8 о си51о (1е х^ рага о 1а(1о е8^иег{1о ёа 
е^иа^ао)"- 

А соШпа с1е х^ (112 ^ие: "Ао аитеШаппоз а уаг1а¥е1 х^ ет иша ип1(1а{1е 
пб5 иИВгатоз 20 ип1(1а(1е5 с1е д^з е 1 5 ип1(1а(1е5 (1е х^ е Шето^ ит асгёхапо 
(1е Сг$ 8.000,00 по үа1ог (1а йш^ао оЬ^еИуо". 

Сошо о П0850 ргоЫёта ё тахйп^гаг, пб8 пао е51ато5 по бИто ро18 
8е еШгаппов па Ьаве сот ита (1а5 үапауе1$ пао-Ьа51са5, ои х^ , п6& 1е1ето8 
ит асгё8сш1о по уа1ог (1а Гип^ао оЬ^еИүо. 

На уапо8 сг11ёпо8 (1е епХтгйа па Ьазе, та5 о та15 сотшп (1е1е8 ё Гагег 
епиаг па Ьа5е а уапаүс! паоЬа51са яие Цүег о сикю гес^игМо та15 пееаИуо, 
р018 а88ип пб8 1егето5 ит асгё^сипо та10г по уа1ог (1а Гип^ао оЬ^еПҮо 
(1510 пао яиег (Игег ^ие песе$8а11атеп1е сЬекагето^ ао 6(1то та15 гарШо!). 
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8е ве^ишпоз о сгКепо асипа, а Үаг1аүе1 х^ епГга па Ьа$е ро15 е1а по8 (1а ит 
асгё5СШ10 ёе Сг$ 8.000,00 по үа1ог (1а Гип^ао оЬ)е(1үо (8е лг, еп(га55е, пб8 
1ег1ато$ шп ашпепСо де арепа5 Сг$ 4.500.00). 

Рага Х2 епиаг па Ьаве а1§иёт ргес18а $а1г (рага тапГег о ро8(о бе В). 
Оиеш 831 (1а Ьа$е? 

8е шпа ши^Ые (1е х^ соп1г1Ьш ет Сг $ 8.000,00 рага о 1исго еШао 
пб5 (1еүешо$ ашлелСаг х^ о тахшю р0881үе1, ои 5е]а, поз (1еүето$ аитеп(аг 
Х2 агё дие е1е пао у1о1е а5 гезЫ^ое^ Ле та(ёг1а-ргт1а е тао-(1е-оЬга. 

Рага а гевШ^ао (1е та(ёпа-рпта пб5 (ето8: 

1пй1са дие сото пб8 1ето5 ит 1о1а1 (1е 400 иги(1а(1е5 
(118роп1Үе18 де таГёгЁа-ргипа е са(1а итёа(1е йе х^ §а81а 
20 ип1(1а(1е8 йе х^ , еп1ао 20 ип1(1а(1е$ йе х^ ройет 5ег 
ргосе$$а(1а$ $ет цие а үаг1аүе1 х^ (оте-$е пе^аиуа. 

Рага а ге^Ы^ао ёе тао-<1е-оЬга (ето$: 

= 30 ^ ^псИса ^ие ро(1ето$ ргосе5$аг 30 ип1да(1е8 (1е х^ 8ет цие 
Х4 (оте-$е пе^аИүа. 

Рог(ап1о, пб8 (1еүето8 ГаЬг1саг 20 и1и(1а(1е$ (1е х^ ро]8 8е ГаЬпсаппоз 
та18 де 20 ишс1а(1е8 а гевЫ^ао (1е та1ёг1а-ртш1а 8ега УюЬдл. ОЬзегүе ^ие 
^иапбо а үапаүе1 х^ аишеШа, а үаг1аүе1 үа1 ёшйпи1П(1о, е диап(1о х^ 
аип^ 20 ипШаёе$ а уаг1а¥е1 а5$ите о үа1ог гего. 

Рог1ап1о, а үаг^аус! х^ епиа па Ьа8е сот үа1ог 20 е х^ ш (1а Ьа5е 
рог^ие гегои. 

ОЬхоуадао: 8е Ьоиуег та18 йе шпа уапауе! Ьа51са ^ие аххита уа1оге8 
пи1о5 еп(ао (1еуе-8е е$соШег арепа$ шпа ёе1а5 рага (1е1хаг а Ьа5е, а5 с1ета15 
бсат па Ьазе сот уа1оге$ 1£иа15 а гего (воШ^ао де^пегада). 

14.5.9 Р|УО№атеп№ 

О (аЫеаи 5Ш1р1ех ёеүе ехрге$$аг а поүа Ьа$е ^ие ё Гогтаёа ре1а$ 
со1ипа8 йе х^ е х^. А ргш1е1га тос^^Пса^ао а хег Ге11а по 1аЫеаи ё (госаг 
Хз рогх2 па рпте1га со1ипа (1о (аЫеаи. А^ога, а Пт Ле цие о (аЫеаи 
ехрге$8е а поүа Ьа5е ё песе$5а|1о 15о1аг х^ па $иа со1ипа, ои 8е^а, 

0 

, 

0 



400 

20 



= 20 = 
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Рага иапзГогтаг па £оппа ас1та пбз ёеуешоз геаИгаг орега^без 
по *аЫеаи йе Ы тапе1га ^ие о е1етеп1;о-р1Уб (е1етеп1о ^ие ве епсоп1га 
па ш^егзес^ао с1а соЫпа йа үапауе! ^ие еШга па Ьазе сот а ЦпЬа да уапаүе! 
^ие 5а1 (1а Ьа^е) $е (оте 1 е 05 с1ета15 е1етеп(05 да со1ипа зе^ат 
иапзГогтадоя ет гего. Та1 ргосеШтепЮ ве сЬата рп^оштепГо е пада та18 
ё 6о ^ие геаИгаг орега^оех е1етеп1аге8 (уе]а кесдао 2.3) по 1:аЫеа\] (цис ё 
е^и1үа1еп(е ао $151ета вегаёо ре1а5 гехЫ^бев ёо ргоЫета па 1Ъгта райгао) 
сот 0 1п1ш1о де ггап^Гогтаг а соЫпа па {'оппа сИайа асйпа. 

РоЛаШо, арб5 еГеШадо о р1уо1еатеп1:о о 1аЫеаи 8Ш1р1ех 1огпа-8е: 



ТаЫеаи 2: 











Х4 




ь 


2.500 


0 


400 


0 


160.000 




1/4 


1 


1/20 


0 


20 


Х4 


25/4 


0 


15/20 


1 


150 



^ие согге5роп(1е а $е§иш(е Ьа5е 

I 

20 С 



со1ипа ог1е1па1 йе д: 4 



В = 



15 



; =[Х2.ДС4] = (20, 150] 



со1ипа оп@1па1 йех^ 

е 1ето8 а 5е§ит1е $оЫ^йо Ьа51са Гаси*уе1 

\{х^,Х2,Хз, х^)^(0, 20,0, 150) 

Е о 1аЫеаи 2 ехргезза о 5ееи1те ргоЫета: 

Мах - 2.500д:^ + Ох^ + АООх^ +0^4 = 160.000 
8/а 1/4.х^ + Ох^ + 1/20X3 + Ох^ = 20 

25/4л-^ + Ох^ - 15/20X3 + Ох^ = 50 

^ие ё е^и1үа1еп1е ао ргоЫета ог1ё1па1 ро!» Гогат еГеШа(1а5 орега^бев е1етеп1аге8 
по ргоЫета ог^зта! рага 8е сЬееаг ао ргоЫета ас1та. 

А регёиШа ^ие по8 5игёе ё: Е5*ато5 по бИто? Ве поүо ргес18ато8 үегШсаг 
8е ао еп1гагто8 сот а^еита уаг1аүе1 пао-Ьа81са па Ьа8е Ьаүега ит асгё8с1то 
(те1Ьог1а) по үа1ог да {"ипдао оЬ^еИуо. 
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А5 по88а8 ¥апауе18 пЗо-Ьазюав аШа18 530X1 е х^ (рог ^иё? ), Уатоз үепйсаг о 
дие сайа ита ёеззаь со1ипа5 ехрге88а. 

А со1ипа (1е х^ по8 6а ^ие: "Ао аитеп(агто5 а үапаүе1 ет ита иш(1а(1е. 
8аспГ1сато$ 1/4 ишс1а(1е8 (1е х^ е 25/4 ипШадез йе е ао Га2еппо8 18(0 1ето8 
ит асгёзсипо йе Сг$ 2.500,00 по ¥а1ог аШа1 (1а {ищйо оЬзеЦуо". 

А со1ипа де Хз по8 (Ьх: "Ао аитеп1агто8 а үапаүе! Хз ет ита ишс1а(1е 
шатоз 1/20 иш(1а(1е8 ёе х^ е §апЬато8 15/20 ип1(1а(1в& х^, сот (1есгё8с1шо 
(1е Сг1 400,00 па (ищйо оЬ^еиүо". 

Рог1ап{о, 5е а үапаүс! х, еп(гаг па Ьахе 5ега ит пе8бс1о 1исга11үо. Еп^иапШ 
^ие 5е а уаггауе! х^ еп(гаг па Ьахе зега шп та! пе§6с1о, ро18 о үа1ог (1а Гип^ао 
оЬ^еИүо сИтшшгй. Ьо^о, а уаг1аүе1 епЬгв. па Ьаае. 
Е ^иет 8а1 йг Ьазе? 

8а1 а үапауе! ^ие гегаг рг1те1го. Оиапёо х^ аитеп1а, х^ (Итшш ет 1/4; 

20 

рог1ап1:о, пб8 ро(1ето5 аитеп(аг х^ а1ё о уа1ог йе ү^- 80 яет ^ие а уапаүе! х^ 
8е 1оте пезаИуа. Е по8 ро{1ето8 аитеШаг х^ а1е = = 24 8ет ^ие 

а ¥ат1ауе1 8е гоше пееаг^уа. А881т, а уапауе! ^ие гега рпте1го ё а Уаг1аүе1 Х4 
е рог1ап1о е1а (1е1ха а Ьа5е. 

А88Ш1, (1еуето8 р№01еаг 8оЬге о е1етеп(о-р1ү6 дие йса па ш^егвес^ао 
Ла со1ипа х^ сош а 11пЬа (1а үапаүе1 Ьа81са Х4 . 

Арбз еГеШадав а8 орега^оез ёе р1У01еатеп1:о 8оЬге о *аЫеаи аШа1 1ето8 
ит поүо (аЫеаи; 

ТаЫеаи 3: 





х^ 


"^2 




Х4 




1 


0 


0 


100 


400 


220.000 


Хг 


0 


1 


4/25 


1/25 


14 


Х\ 


1 


0 


3/25 


4/25 


24 



Е8(ато8 по бИто? Рага ге8роп(1ег е$8а рег§:ип(а ргес18ато5 уепйсаг о ^ие 
38 со1ипа5 (1а8 уапаүе15 пао-Ьа51са8 по$ (Игет. 
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А со1ипа ёе по$ й12. цие : "Ло аитеп{аппо5 ет ита иш(1а(1е 
пб5 за8(ато8 4/25 ишЛаЛез (1а үапаүе! е ^ап)шпо& 3/25 иш(1аёе$ ёе 
х, , е е81а а^ао пок 1еуа а ит (1есге8сипо де Сг$ 100,00 по үа!ог да 
йт^ао оЬ]еЙУо*'. Сото о ргоЫета ё де тахшига^ао, $епа ит та1 пе8бс1о 
£агег а уапаүе1 х^ еп(гаг па Ьазе. 

А соЫпа 6е х^ пох й'а: "Ао аитепигтоз х^ ет ита ига(1аёе, пбх 
^апЬато5 1/25 ип1(1а(1е5 (1е х^ е §а5(ато& 4/25 иш(1а(1е5 (1е Х| , оса51опапёо 
шп <1есгё$сш1о (1е Сг$ 400,00 по үа1ог (1а Гипдао оЬ^ейҮо". Б5(а а^о (атЬёш 
пао ё 1исгаг1уа. 

Сото а5 үапаүе15 пао-Ьа$1са5 аШа15, х^ ех^, йо рюЫета пао ро(1ет 
еп(гаг па Ьазе, ро15 $е 188о осоггезве пб5 (ег1ато5 иш ёесгё8с1то по үа1ог йл 
{ип(Зо оЬзе{1Үо, пб8 е5(ато5 по бИшо. 

А Ьа5е бгипа ё: 

""20 5 
15 10 



В = [й2,Л,] = 



е а 5о1и93о Ъа81са {ас(1Үе1 6(1та согге$ропЛеп(е а е$(а Ьа5е ё: 

X* = [х, *, Х2 *, хз *, Х4 *] = [24, 14, 0, 0] = 8о1и9ао йгаса е ГшНа 
0 уа1ог 6(1то 

I* = 4.500*1 * + 8.000x2 * = Сг$ 220.000,00 

А^ога, оШалёо по ^г^Лсо ёа ге£13о Гас(1Үе1 арге$еп(а(1о еш 14.5.4 
үег1Г1сато$ о сат1пЬо ГеКо ре1о тё(о(1о 8Ш1р1ех а(ё а^сап^аг о роп(о 6(1то X* 



ТаЫеаи 


ВоШдао 


Рото5 согге5рот1еп1е8 по ^а/гсо 


1 (т1с1а1) 


X =(0, 0, 400, 450) 


А 


2 


х = (0, 20,0, 150) 


В 


3 


х* = (24, 14,0, 0) 


с 



А (аЬе1а ас1та хегус 81тр1е5теп1е рага үепЛсагтох ^ие о тё1ос1о $1тр1ех 
сат1пЬа с1е үёг(]се (= зоЫ^ао Ьаз^са Гас(1Үе1) ет үёг(1се а(ё а^сап^аг о 

Р0П(0 6(Ш10. 



14.5.10 Мё1ос1о 8|тр1ех -- ита \/|$ао А1дёЬпса 



Соп51(1еге о ргоЫета (1е рго^гата^ао Ьпеаг, дййо Ьа1хо, па Гогта ра(1гао 
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М1п 2 = сх 
5/а Ах = Ь ф 
^ > 0 



оп(1е 



А Е К"* ^ + 'я ) 
X е + т) 

ье ^^" 

[^(я + т) X 1 

0 ^ие пб8 үато8 Га^ег аёога ё раШс^опаг а шаЫг А ет с1иа8 8иЬта(г12е8, 
В е ^ие сЬашагетоз с1е 5иЬта(г12 Ьа81са е 5иЬта(п2 пЗо-Ьа81са, ге8рес(1үатеп(е. 
Оа шезша Гогта, Гагето$ 1$(о сот 08 уе(оге8 
х = [Хд.х^^] е с = [сз,с^]. 

иша ¥62 ГеКо 18(0, пб5 ро(1ето5 гее5сгеуег о ргоЫета ехрге55о ет (Г) (1а 
8еЁ;и1п(е тапе1га: 



М1П 2 = СдХв+С^^Хр^ 

ВХд+^х^^=Ь 

Хд > 0, Х,^ > 0 



N 



8е ехрге88ат108 Вх^ + ^х^^ = Ь па Гоппа = В~*Ь - В"*^х^,^ 
е 8иЬ5(1(и1гто$ е$(е ге8и1(а(1о па ЬпНа (1а Гип^ао оЬ)е(1¥о оЬ(ето$: 



М1п 2 + Охр + (СрВ-'^- Ср^)Хр^ ^СдВ"' Ь 
8/а Хц+В-^^х^^ =В-Ч 

Хд > 0, х^^ > 0 

0 ргоЫета ас1та ё ехргез^о па Гоппа (1е (аЫеаи (1а 8ееиш(е тапе^га; 











2 


0 




СдВ-^Ь 




I 




в-'ь 



Е5(е (аЫеаи поз йг а герге5еп1а^ао (1а ИпКа дг Гипрао оЬ^еЦуо г е (1а5 
уапауе!» Ьахках ет 1егто5 с1а& уапауе15 пао-Ьазка^. ^иап(1о 1ето5 ита зо^и^ао 
Ьа51са Гас(1Үе1, ои 5е]а, иша 8о1и9ао до Иро х = (Хр,Х|^) = (Хц,0). пбз 
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оЫетоя о ¥а1ог аШа! йе г (ро(1е зег 11(1о Шге1атеп(е йо 1аЫеаи па т^егвес^ао 

ИпЬа 2 сот а со1ипа та15 а Шге11;а йо {аЫеаи) е о5 үа1оге5 аШа!» йа5 
уапауе18 Ьаз^саз (па со1ипа та18 а ШгеИа, 1о§о аЬа^хо ёа ИпЬа ёе г). 

Зетрге ^ие 1ето8 ита воШ^ао Ьа51са Гас11Уе1 пб5 (1е8е]ато5 5аЬег 5е 
е81а 8о1и9ао ё бИта ои пао. Рага ваЬегток ке езгатоз по б11то Ьа51а үег1Г1сагто5 
^иа1 ё о еГеИо ргос1и21с1о по уа1ог йа Гип^ао оЬЗеИуо циапЛо Гагето» ита 
уапаүе1 пао-Ьа51са, (11ёато5 х., 8а1г (1о пГуе! хего е ра58аг рага ит шуе! розШуо; м 
ао Гагегтоз 181о осоггег ита теШопа по уа1ог (1а Гип^ао оЬ^еИҮо, епШо ё 
ш(еге55апге х. еп1гаг па Ьахе. Рага сотргеепдеппо$ те1Ьог, үашоБ ехрге$$аг 
а еяиа^Зо г = СдВ"* Ь - (СдВ"* N - с^^^Хр^ йе ои1га тапе1га: 

г = Го ~" (^у ~ с^х^ рага Юйо х. рег1епсеп(е а зиЬтаЫг N. 

опс1е : 2о = Сц В ~ ^ Ь = үа1ог аШа1 да Гип^Зо оЬ]е(!үо 

(гу - Су) = сихЮ ге(!ии(1о (1а үапаүе1 л.. 

Сошо о ргоЫета ё ггапт^гаг, еп!ао ё ш1еге85ап1е ^ие еп^ге па Ьаве 
циап(1о о 5еи си51о ге(1иг1<1о (г^ - Гог та1ог с1о ^ие гего, рог^ие а551т 
^иап(}о Ху сгезсе о үа1ог йл Гип^Зо оЬ^еЬуо (1есте$св. 8е 
{г^ - (?у) < 0, еп1ао о уа1ог (1а Гип^ао оЬ^еИуо аитеп{ага, ои регтапесега 
о те5то, ^иап(1о х^ аитеШаг. Рог1ап1о, рага ит ргоЫета ёе тттггадао 
аз по$$а5 сап(11да1а$ а еп1гаг па Ьа$е $егЭо а$ үапаүе1$ пЗо-Ь^саз си^о си$(о 
ге(1и21(1о (г^ - Су) Гог та1ог Ло цие гего. Оиап(1о ита ои та18 уапаүе15 
пао-Ьа51са5 ^аИвйгегет (г^ - су) > 0 ива-ве сото сгИёпо (1е (1е8етраСе еасоШег 
а^иек үапауе! пао-Ьа$1са ^ие йүег о си81о теЛш1йо тш ро$111Уо. 

8иропЬа цие а үагГаүе! пао-Ьа81са х^^ еп1;ге па Ьа5е ((2^ — > 0). Рог1ап1о, а 
үаг1аүе1 пао-Ьа81са лс^ 5а1га (1о 8еи П1үе1 гего е ра8$ага а (ег ит үа1ог ро81иүо, ти(1ап9а 
^ие асагге1ага ит еГеИо па$ үаг1аүе1$ Ьа$!са$ (1а(1о ре1а е^иа^ао: 

оп{1е Ь = В~* Ь = уа1ог аШа! с1а5 үаг1ауе15 Ьа81са8 

= В"* а^^ = со1ипа (1а үапауе! лу аШаИгада 
^ие рО(1е 8ег геезсгИа (1а 8еёиш1е тапе1га: 



Г 








г 1 










У2к 


1 




Ьп, 




Утк 
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ои аш(1а, 

^г,- = - Уц^к 

Оиапс^о а уаг1аүе1 х^ сгезсе ро(1ет осоггег 3 са805: 

1) 5е у^1^ > 0, еШао а уапауе! х^. (Игшпш а те^Ида ^ие х^ ск&се, ои 8е^а, 

Хд^ 6 сап(и(1а(а а $а1г да Ьа$е. 

2) 8е у^1^ = 0, ешао Хд пао $е аИега ^иапдо Хъ. сге$се. 

3) 8е у.^^ < 0, епйо сгезсе а те^Ла. ^ие х^^ сгезсе. 

N68 50 деүето$ по$ ргеосираг сош о са5о 1 , .У,;^ > 0, ро15 ^иап(1о х^^ 
сгезсе, х^ (Иттш е пб8 (1еуето8 {отаг о сш(1айо (1е пао деххаг пие лг„ $е (оте 
пееаИүо. Са(1а үаг1аүе1 Ьа81са ^ие 1еш зеи сотропете ет у^ та1ог (1о дие 
гего е шпа сапсЦ(1а1:а а де1хаг а Ьа$е, е де1ха а Ьаяе .адие1а ^ие гегаг рг1ше1го. 

14.5.11 Т|ро< <1е 8о1119ао 

N68 рос1ето5 уепйсаг а1гауё5 (1о *аЫеаи 51тр1ех 5о1и9бе5 (1о Иро: 
а) А1«өта(1уа 

8е по {аЫеаи 51гар1ех 11үегто8 о б1шо е ех:811г ита үапауе1 пао-Ьа81са„ 
Ш^о$ дс;^, сош $еи си8(о геёииао (г^^ - с^^) 18иа1 а тего, епИо пбв 1ето8 
$а1и9бе$ а11ета(1үа$. 1$$о ё Г|&с11 де үег ро1$ 

епИо х^^ роёе епиаг па Ьазе дие о үа1ог ёа АшфЗо оЬ^еИуо 2 пЗо $е аИега, 

ои 8е]а, тиёато5 (1е ита ^оЬ^ао Ьа81са Гас{1Үе1 (үёг11се) рага ои1га 8ет аИегаг 

а Гшг^ао оЬ^еИуо; 181о осогге ^иапёо 1ето8 8о1и9бе5 а11ета11уа8. 

Ь) 1П|П11а(1а (2 -> а) 

8е по 1аЫеаи ех18{1г а^еиша үапаүе! пао-Ьахюа сапШИл а еп(гаг па Ьа8е, 
(11§ашо$ х/^, е у^ {ет 1о(1о8 о5 веш сотропеп(е8 тепоге8 ои 18иа1$ а 7его 
(са$о$ 2 е 3 (1а ^е^Зо ап1ег1ог), етЗо пб8 гето8 8о1и9ао бИта 1пПш1а, ро18 х^ 
ро(1е сге5сег ^ие пепЬиша уапаүе! Ьа5юа 8а1га (1а Ьазе рог^ие сге8сега ^ип1о 
сот Х/^, та8 8е а5 үаг1аүе18 Ьа81са8 сгевсегет 5ет 1ти1е, г ^ие ё Гипфао (1е88а8 
үапауе1$ сге$сега 8ет Цпи^е 1атЬёт. 

ОЫепадшу: Сотраге е51а5 оЬ5егүа§ое5 сот 14.3.3. выюхеса с^е С 

С1ёпс1а & Теспо15д1^ 

ирРе! 
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14.5.12 Вешто бо ШХойо 3|тр1ех 

Ра8Ю5 с1о А1^оп1то 8тр1ех - РгоЫета йеМттшадао 
Ра850 1 : АсЬе ита зоЫ^ао Ьазюа Гаси^е! сот Ьазе В. Рогте о 1аЫеаи зшркх 
Ш1с1а1. 





^в 






2 


0 




СзВ-^Ь 


ч 


I 


в -^^ 


в-^ 



Ра88о 2: Са1си1е {г^ - с^^)- тах1то | (г^ - Су) рага 1о(1а5 аз үаг^ауе!» 
пао-Ьйаса5 | 

Ра880 3 (сп1ёпо йе оИтаидайе): 8е (г^^ - с^^) < 0 еШао раге: а зоШ^ао 
а(иа1 ё дита. Са8о соп1гапо, уа рага о ра$$о 4. 

Ра88о 4: 5е д/^^ < 0, еп12о раге: а воШфЗо бИта ё ШтИада. Сазо соп1гйг10, үа 
рага о ра880 5. 

Ра88о 5 (1е8(е (1а гагЗо): Ое^еппше о тсИсе г сото 8е 8е^е 



тиито 



Угк 



рага арепа8 05 у^^ > 0 



ОЬзегуадао.Ь^ - г-ё81то сотропеШе с1о үеЮг Ъ = К"* Ь 

Ра85о 6: Р1уо{е ет у^^ 

р1Уо1еатеп1о ет /^,^ ё йеПтйо сото. 

а) Ейүйа а ИпЬа г рог у^^. 

Ь) Рага / = 1 , 2, АИ е / ^ г, аШаИге а 1-ё81та ИпЬа йа зекшШе тапе1га: 
■*тии1рицие а поуа НпЬаг рог -у^^^ е 8оте а ИпЬа ге8и11ап1е 
а ипЬа 

с) А1иа112е а ЬпЬа (1а Гип^ао оЬзеИүо (1а $еешп1е тапе1га: 

"ти1ири^ие а поуа ипЬа г рог {с^ г^^) е 8оте а ИпЬа ге^икате 
сот а йпЬа (1а Гип^ао оЬ^еИуо" 
Ра55о 7. А!иа112е 05 үапауе18 Ьа81са8 е пао-Ьа51са5 оп(1е еп1га па Ьахе е 

Хо с1е1ха а Ьа&е е УоИе рага о ра550 2. 
*г 

ОЬзегуадао 7; 5е о ргоЫета Гог тамт^гаг, арепаз о ра58о 3 (сгИёпо йе 
о11таи(1а(1е) 5оГгега (рог ^иё?) 
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Ра850 3 (сг11ёпо (1е ойтаи(1а(1е): 5е (2^^ -с^)>0 еШао раге: а 8о1и9ао аШа! 
ё бйта. Са5о соШгапо, чА рага о ра88о 4. 

ОЬяегуадао 2: 0 тё1о(1о 81тр1ех 1гаЬаШа арепаз сот уапауе18 пао-певаИуаз, 
ои 8е]а, х>О.Ш ргаИса, 1850 пет зетрге асоШесе; пе81е5 са808 ргес15ато5 
Гагег ита иап^Гогта^ао (1е үапауе!» рага еагапйг цие 1о<1а8 а8 уапа¥е18 8е}ат 
пао-пе§а11уа5 (үе^а ЫЬиоегайа рага та1оге5 де1а1Ье8). 



14.5.13 Мёюао с1а5 2 Ра$е$ 

Сото Го1 (1110 па зе^ао ап1е11ог о тё1о(1о 5т1р1ех ветрге соте^а сот 
ита 5о1и93о Ьа81са Гас1Гуе1 1п1с1а1. 

Оиап(1о пб5 1ето8 ит ргоЫета Ипеаг сот 1о(1а8 аз гевТпдбез (Зо Иро 
< пб5 1ето8 ита Ьазе ГасПте^ 1шс:а1 6Ь«а, ^ие ё а 1ёеп11(1аёе Гот1а(1а ре1а8 
со1ипа8 ёаз Уаг1аүе18 (1е Го1§а. 

Ма8 пет зегарге 1550 ё ро551уе1; пе51е сахо, ргес15ато8 (1е ит тё1о(1о яие 
П05 (1ё ита 8о1и95о Ьа51са ГасИуе! 1п1с1а1. От (1е55е5 тёюёоз ё о тё1о(1о (1а8 2 Га5е5. 

О тё1о(1о ба8 2 Га8е8 соте^а сот а Газе 1 , ^ие ё а тшш^га^ао (1а 8ота 
(1а5 үаг1ауе18 аг1Шс1а15, 8и]е11а а ге^Ы^без Ах + х^ -Ь, х>Ое 
X > 0. 5е о ргоЫеша опе1па1 Ах = Ь, х > 0, 1ет 8о1и9ао Гас1Гуе1, еШао о уа1ог 
бИто рага а Гип^ао оЬ^еИуо да Гаяе 1 ё гего, ро15 1о(1а5 а8 үапауе18 аг11Г1с1а18 
асор1ада8 ао ргоЫета оп8ша1 1еп(1ет а гего, ои 5е]а, е1а8 (1е1хат а а Ьазе ; арб5 
еИт1пагп105 ак со1ипа5 рег1епсеп1е5 а5 үапаүе18 аг11Г1с1а18 пЗо-Ьаз^са^, соте^атоз 
а Гаье 2 ^ие ё ге5о1уег о ргоЫета ог181па1 сот а Ьаве ГасИ'уе1 епсоп1га(1а па Газе 1 . 

14.5.14 Ве$ито 6о Мё1ос1о с1а$ 2 Ра5е5 

Ра^е 1 ; Рага са(1а гевЫ^ао Ло Иро >о\х = а580С1е ита уаг1ауе1 агИйс^а!. 
Ке5о1үа о ргоЫета аЬа1хо соте9ап(1о сот а 8о1и9ао Ьа81са Гас1Г¥е1 
X = 0 е = Ь. 

М1П 2„ = 1х^ 
з/а Ах -I- х^ = Ь 
х>0, Хд>0 

5е по бито о үа1ог Ф 0, еп1ао раге: о 5еи ргоЫета опёта1 пао 1ет 
5о1и9ао ГасИуеК Са50 соШгапо, еЬтше 1о(1а8 а5 со1ипа8 агПГ1с1а15 е а ипЬа 
(1а Гип^ао оЬзе11Уо агИПс^а^. Үа рага а Гаве 2. 
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Ра^е^: Асор1е а Лт^ао оЬ^ейҮо ипеаг оп§^па1 е те5о1уа о ргоЫета сот 
а 5о1и9ао Ьа51са ГасПуе! Хц^В-^ЬеХр^=0. ОЬ&е/уе дие Хд соШёт аз 
уапа¥е18 кеШтах <1о ргоЫеша ог1§1па1 иша уех ^ие а85Ш1ито$ цие ах үаг^аүегк 
аг11йс1а18 де^хагат а Ьазе. РоЛапЮ, пбз (1еуето$ геко^уег о 5е8и1п1е ргоЫета: 

5/а Хр + В-*^х^ =В->Ь 
Хд > 0, х^>0 



14.5.15 Ргодгата-Ехетр1о 

Ме81а «е^ао арге$еп1ато8 ит рго^гаша е5сп1о ет 1т£;и^ш Ва81с ^ие 
ге8о1¥е ргоЫетаз ёе ргоегагаа^ао Ипеаг с1о йро 

Мах 2 = сх 
8/а Ах < Ь 

х>0 

0 ргоёгаша М е&спХо сшп о оЬ^еЦуо с1е регшШг зеи изо ет ^иа1^иег 
1шсгосотри1ааог ех15{еп1е по тегсаёо. N05 т1сго8 ёо Нро 8тс1а1г (ТК82-С, 
ТК85, СР200...) <1еуе-5е Гагег сегга5 а11ега9бе5: 

0 и^аг о сотапао де аЫЬш^Зо ££Тет 1о<1а8 а$ а^пЬш^без до ргоегаша. 

й) Ве^ргегаг а еШгада <1о5 (1а(1о8 а1гаүё$ йо сотапбо ОАТА е иШкаг арепак 
а етгада аггауе'8 ёо гесЫо (уе]а о ехетр1о ёа гобаба). 

а) Ь|5«адет 6о Ргодгата 



10 

20 

30 

40 

50 

60 

70 

80 
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Е!<»1е ргозгзтз гегоХ^е 
ртоЫетаз ое ргозгвтәсво 
Ипезг с!о ^1ро : 



Ма; 

5/1 



<= Ь 
>= 0 
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590 

600 

610 

620 

630 

640 

650 

660 

670 

680 

690 

700 

710 

720 

730 

740 

750 

760 

770 

780 

790 

бОО 

В10 

320 

830 

040 

850 

860 

070 

880 

890 

900 

910 

920 

930 

940 

950 

960 

970 

980 

990 

1000 

1010 

1020 

1030 

1040 



N3 = N + Н + 1 

Г\'ет Ш$# СЬатвёә 6в гоЬта 6е ^еИига 
8о«иЬ 650 

Г\'вт *** СЬвшвс!* 6з гоИпв 51№р1ех 
ВоБиЬ 1200 

ЕтЛ 

Пеш Г1ес1аг8Сәо боъ вггәиз 

Кеш ««* ГИш 11<И> .й(МгЫЗ) гГ(Н2> »С1 (N2) **« 

Лет *** □ сотеп1вг1о ас1тв хпсЛсв вх *** 

Кет *** сИпепБоез П11п1»в5 Ьов әгтачз *** 

Ып, II ( 10> гА(10г31 ) »Р(30> рСКЗО) 

I = С< 



N1 1о N2 

1 

= ^ 

1 10 М 
N1 



] - I + 
11(1) 
Мс>к1 
Гог I = 

Рог Л = N1 1о Ы2 
1Г 3 = М+1 ТЬеп А(1»и> = 1 Е15е А(1»^> = 0 

ЫеуЛ I 

Гог I = N1 1о N2 
Р( I > = 0 
N0(1 I 
Р'г1п1 

Рг1пг ' 

1при1 К$ 

■Т* ТИвп 1000 

1 1о М 
1 1о N 



Еп^гвдә 6а 1кв1г12 6е гвв^Псоее ре1о 
1ес1в(1о( Т ) ои ре1о БАТА( Ь > ' 



1 1о М 
I »N3 ) 



1Г Р» 

Рог I 
Рог ^ 

Кеай А( 1*3 > 

N6x1 I 
Гог I = 
Реаг^ А( 
Ые>:1 I 
Рог I 
Пеаб Г( 
Ме>;1 I 
Ре1ц гп 

Рг1п1 " Еп1гз<^ә <:^з П1з1г1г 6е ге51г1сое5 

Рог I = 1 4о М 

Гог ^ * 1 1о N 

Рг1п1 • А( ■ Я1 • г ■ ; ■ ) = ■ * 

1при1 А( Ю ) 



10 N 
) 



1050 

1060 

1070 

1080 

1090 

1100 

1110 

1120 

1130 

1140 

1150 

1160 

1170 

1 180 

1190 

1200 

1210 

1220 

1230 

1240 

1250 

1260 

1270 

1280 

1290 

1300 

1310 

1320 

1330 

1340 

1350 

1360 

1370 

1380 

1390 

1400 

1410 

1420 

14 30 

1440 

1450 

1 460 

1470 

1480 

1490 

1500 



N6x1 .1 
Мск1 I 

Рг1п1 ■ Еп^гв^в <1о Уе1ог Ь * 

Рог I = I 1о М 

Рг1п1 • ЬСП>«) = Ч 

1при1 А( 1|МЗ ) 

Мвк1 I 

Рг1г|1 * Ег|1гзс1з 6о Уе1ог Сиз^о * 
Рг1г|1 • ( пзо 1пс1ив ^оХзвБ ) ' 
Рог I = 1 1о N 
Рггг|1 'с^'»!»') = 'г 

1при1 Р( I ) 
Не>;1 I 
К е 1 и г п 

Р^еш *** Г^оИпв 81тр1ек *** 

2 = 0 

К1 = 0 

К1 = К1 + 1 

81 = ( - 1пГ ) 

Рог и = 1 1о N2 

Рог I = 1 1о М 

1^ ^ = 11( I ) ТЬег. 1370 

«е;;1 1 

5 = 0 

Рог I = 1 10 М 
^ = 11( I ) 
5 = 5 + Р( ^ ) 
N6x1 I 

С1( ^ > = Р< Ь 



« А( 1»1 > 



) - 5 

1^ С1( I ) <» 31 ТЬеп 1370 
31 = С1( Ц ) 
К = I 

Ме;;1 I. 

Рог Ь = 1 1о М 
12 = 11 ( ^ ) 
С1( 12 ) = 0 

Ме;<1 I. 

Р -■ Б Г' 5 

Г-Г 31 <= Р ТЬеп 1700 

К2 = 0 
У 1г>^ 

Рог1. = 11оН 

Т = А( ^гК ) 

И Т :> 0 ТЬеп 1530 

а = А( ^»N3 )/Т 

1^ 0 >= У ТЬеп 1530 
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1510 К2 = и 

1520 V = 0 

1540 1^ К2 = 0 ТНеп 1730 

1550 II ( К2 ) = К 

1560 Т = 1.0/А( К2»К ) 

1570 Рог I = 1 *□ N3 

1580 А( К2»Ц ) = А{ К2»Ь ) * Т 

1590 Мех* ^ 

1600 Рог I = 1 1о М 

1610 1Г I = К2 ТЬеп 1660 

1620 II - ( - А( Ь»К ) > 

1630 Гог и = 1 1о N3 

1640 А( 1»и ) =А( и»и ) +а< К2»и > *& 

1650 Нек^ ^ 

1660 Не:;1 I 

1670 2 = 2 + V * 51 

1680 Бо5иЬ 1750 

1690 6о1о 1220 

1700 Рг1п1 ■ ЗоХисзо оИтз ' 

1710 богиЬ 17В0 

1720 КеЪигп 

1730 Рг1Г|1 ' 5о1исао ШтИзс^в " 

1740 Ке1игг| 

1750 Г<ев) ««« Р:о11г13 6е 1трге5гзо 

1760 Рг1г1^ 

1770 Рг^п! ' Иегзсзо п. К1 

1780 Ргхпг 

1790 Рг1п1 ' Уз1оге5 бзз узг13ув1б Ьз51сз8 ' 

1800 РГ1Г.1 

1810 Рог I = 1 +,0 М 

1820 Рг1пг • ХСЯКЬ)?') = '^А^ ^»N3 ) 

18 30 Ме>;1 I. 

;1.Ө40 Рггп+, 

1850 Рг1г|1 ' Уз1ог 6а ^ипсзо оЬ^еИуо I '}2 

1860 Ке^игп 



Ех1$1ет диа$ {ип^без ргё-с1еГ1п!(1а$: 

|) Ер5 (ИпЬа 1390): тепог пйтего герге8еп(ас1о ре1а та^шпа е 

н) /п/(Ип11а 1200); та1ог пйтего герге8еп(;а(1о ре1а та^шпа 

^ие Гогат иШ12а(1а$ по ргодгата.Сахо о зеи т^сго пао соп!епЬа еззаз Гип^без, 
а1г1Ьиа ¥а1оге8 а Ер8 е 1пГ (1а1уе2 о тапиа! (1о ткго соп1епка шГогта^бе» а 
6886 ге8ре11о). 
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Ь) Ехетр1о с1е ита Вос1ас1а 

Уато8 игШгаг о ргоЫета (1о ГаЬпсаШе де т6уе\в ргорсйо еш 14.5.2 
рага 11и81гаг ита гоёа(1а до рго§тата. 



'[I О 

? ■} 

ЫгШ яа1р12 йе гей.Г1Сое5 ре1о 
1ес1аао( Т ) ои рек- ОЙУЖ 0 ) 
? ■( 

Ег11гэ<]а {1з йз1г12 (1е гез^псоез 

Н{ 1 , 1) = ? 5 

Н( 1 , 2 ) = ? 20 

В{ 2 , 1 ) = ? 10 

В( 2 , 2 ) = ? 15 

Епиайз йо Уе1ог Ь 

й{ 1 ) =^ ? 400 

Ы 2 ) = ? 450 

£г!1гайа (5о Уе^ог Си51м 

( пао 111с1иа ^'оХдаз ) 
с( 1 ) = ? 4500 
с{ 2 ) = ? 8000 

Иегасао п. 1 

Уа1оге5 (1а5 уапауе^з Ьзшсзб 

Х( 2 ) = 20 
Х( 4 ) = 150 

Уа1йГ йа {'ипсао оЬ.^е11У0 ■ 160000 
Иег асао л. 2 

Уа1оге5 (1э5 уаг1эуе15 Вз51С35 
Х( 2 ) = 14 
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Уак=г тишао ои^е1и'о : 220000 

Х( 2 ! = И 
л( ] ) = 24 

^'а^ог за ^ипсэо оЬ^еИуо : 220000 

Сахо о 1е11ог (Зе5е]е гобаг о ргоегата иИигзпдо о сотзпйо ОАТА, аеүе-хе 
асор1аг а8 ИпЬаз аЬа1хо ао ргоегата: 

18Ь0 Оз1а 5.20 I ре^^псао п. I 

то Ойга 10,15 I Я'е51гкао я. 2 

)Й70 Оз1а 400, 450 ! Ме1;ог Ь 

1ЙВ0 Оа1а 450й,В000 ! Мог Си?Ло 

14.6 ЕХЕРСГС108 

1. АС1а. ҮТргодиг {еЬ^йзогех ет согез е ет ргеЮ е Ьгапсо. Цта резяшза 
тегсайо ^пШсои яие теша1теп(е ройет 8ег уепсИаоз, по тахипо, 4.000 
ип1с1аае8 (1е арагеШок ет согев е 1 .000 игаааёев ет рге^о е Ьгапсо' О зеЮг 
ае ргойидао тГогтои ^ие о пйтего (1е Ьотепк-Ьогаз Шзрошуе^з рог тёв ё 
ёе 50.000, е ит арагеШо соЬг^ао ге^иег 20 Ьотепз-Ьогаз е ит арагеШо 
рге{о е Ьгапсо геяиег 15 Ьотепв-Ьогаз. 

0 Оераг^атето йе Уеп(1а5 тГотюи ^ие рага а1еп(1ег 08 ре^иёоз 
еГе1иа(1о5 езее тёа, аеуегар зег ргоёи21(1о5, по тдгшпо, 800 арагеШоз 
со1оп(1о8. 05 арагеШов в&о етЬа1а(1о8 ет са^хая йе рареНо е о ёерапатепю 
£1е таеепа-рпша 1пГогтои ^ие, рог ита Га1Ьа йе ргЫвао, еШет (11$роп1Уе18 
вотете 4.200 са^хаз рага а етЬа^авет (1о8 арагеШов е рага е81е тёз пао 
«га рюу18га поуа сотрга ае81е та*епа1. 0$ 1исго8 ипКапов ёо8 арагеШоз $йо 
Сг$ 50.000,00 (со1оп(1о) е Сг$ 28.000,00 (ргеЮ е Ьгапсо). 1)е8е]а-8е 
е81аЬе1есег о р1апо с1е ргос^и^ао яие ргоёиггга о 1исго тахипо рага 
е8(а 1П(1й8(па. 

2. Аг1еу Тао спа рогсов рага ^епаег, е е1е ёезе^а (1е(епп1паг аз яиап(1(1а(1е5 (1е 
са(1а а1т1еп(о яие с^еуегЗо 8ег длйаз а рогсо рага оЫег о8 геяиег1тето5 
пи(пс1опа15 а иш сизЮ тишпо. 0 пйшего (1е ишаааез (1е сас!а (1ро Ое 
тегеёюпее пи1пс1опа1 Ьа51со епсоп(гас1о пиш яиИо (1е сас1а аЦтето ё Шо 
па таОе1а аЬа1хо, ^ип(атете сот о5 гечиептето» сИапоз е о си8(о 
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1 п^г си тшс 

т1Г1сют1 


^иИо <1е 
тИНо 


сегеаг^ 




Мтипо гециегШо 
(Шттете 


СагЬо1<1га(05 


90 


20 




200 


Рго1ета5 


30 


80 


60 


180 


Ү1(ат1ла5 


10 


20 


60 


150 


Си8(о Сг1 


2.540,00 


2.360,00 


2.000,00 





3. А С1а. 5оу1па ёе 1пүе5итеп(о5 рохзи! Сг$ 6.000.000,00, яиап(1а е81а ^ие 
с1еүега зег арИсада ет 5 (1ро8 с1е !пуе811теп(о, зепйо цие 05 ге(ото8 рага са(1а 
шуе51ш1ето яао: 1ПУе511тето 1 (II): 10%, шуе8(1тето 2 (12): 8%; 
1пүе5(1теп(о 3 (13): 6%; 1пуе511теп(о 4 (14): 5%; 1пүе5(шеп(о 5 (15): 9%. 

0 еегеп(е (1е$(а С^а. с1е8еза (11үег81Г1саг о8 1пүе8(1теп(05 рага оЬеег о 
т1ч1то гепсШпеп^о ро551Уе1. Оаёо о е1етеп(о (1е п5со епуо1у1с1о, о §егеп(е 
ге5(г1п81и а диап(1а арЬсас^а по II а пао та15 дие а ^иапИа 1о(а1 ^ие 1га 
1пуе8(1г ет 13, 14 е 15 (ет соп^ито). А ^иап(:а (о(а1 арЬсада ет 12 е 15 ёе^е 
5ег ре1о тепо5 1диа1 а яиапйа ар11сас1а ет 13. 0 12 Лече езОг ИтКас^о а ит 
п1Уе1 ^ие пао ехсес1а а ^иапйа арНса(1а ет 14. 

Е ргес18о (1е(еппшаг а а^оса^ао 6(Ш1а с1е ШУе8(1теп1о еШге а5 
5 са(евог1а8, д& Гоппа ^ие о ге(ото ао йпа1 (1о апо 8е]а о тах1то ро881'үе1. 

4. Цт Гагепйе^го ^иег сотргаг а8 8е8;иш(е5 яиапас1а(1е5 (1е 1ег1Ш2ап(е8: 
&геШ2ате 1 ; 1 85 1оп; ГегИигагКе 2; 50 (оп; Гег(Ш2ап(е 3: 50 (оп; 
ГегеШгап^е 4: 200 (оп. Е1е ро(1е сотргаг е5(е5 Гег(Ш2ате8 ет 3 Ь]а5 
(11Гегеп(е8 8еп<1о а Ш8роп1ЬШс1а(1е ёе сас1а 1о]а е о5 си5(о8 с1о5 уапоз (1ро5 
де Гег(Ш2ап(е8 па8 үапа8 1о]а8 Готес1(1о$ па5 (аЬе1а8 аЬа1хо. 



ОиротЫШаае 


Ьо|а 


Рег(Ш2ап(е 


I 


2 3 


4 


1 


70 


60 


150 


2 


100 


30 


100 


3 


100 


40 35 


70 
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ШЮ Сг$/1оп 










Рег(Ш2ал1е 














1 


2 


3 


4 


1 


450 




300 


319 


2 


425 


180 




350 


3 


480 


200 


240 


325 



Сото о Га2епде1го ро(1е ргеепсЬег $иа8 песе851(1а(1е$ ёе &гй112ап1е 
а ит сизХо тГпшю? 
5. А С1а. 21ё2ае ро&8ш ГаЬпсав еш Сашршаз е Ве1о Ноп20п1е. Е51а С1а. ргойиг 
е д181пЬш та^шпаз ёе сокШга а сотегс1ап(е8 {1е уаг1а5 с1(1а(1е8. ^иша 
де1егтта(3а 5етапа, а С^а. роззш: 30 ип1(1а(1е8 ет Сатр1па8 е 40 иш(1а(1е8 
еш ВН. Ые81а тезта зетапа, е81а С1а. (1еүе а1еп(1ег 08 реШдо5 до8 сотегс1ап(е$ 
(1а8 зевишгез С1с1а(1е8: 8ао Раи1о: 20 ип1(1а(1е8, К1о ёе 1апе1го: 25 и1и(1аде8 е 
Үибпа: 25 иш(1ас1е8. 

0 ргоЫета соп5181е ет (1»51г1Ьшг аз та^ишаз ао8 сотегс^аШез (1е Гоппа 
а а1еп(1ег о$ ре(11Ло8 а шп си8(о штипо с1е (гап8рог(е. 0$ си8(08 иш(апо8 5Эо: 



Огщет 


ЗР 


ЯГ 


Уидпа 


Сатрша8 


700 


1.300 


2.000 


ВН 


2.200 


1.800 


1.700 



6. Пта геГтаг1а т15(ига 4 Ироз йе ^ахоНпа е ргойш. 3 (1ро8 (1е сотЬш11Уе1. 
08 (1адо8 $ао Гошес1(1о8 паз (аЬе1а$ аЬа^хо. 



Про йе 


Таха (^е 


N9 с1е Ьатв (Изротуеи 


^аюИт 


остапо 


ёШштепге 


1 


68% 


4.000 


2 


86% 


5.050 


3 


91% 


7.100 


4 


99% 


4.300 
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СотЬиагре! 


Таха ттит 


Ьисго 


1)етапс1а сИагш 




(1еосито 






1 


95% 


7,200 и.с.р. 


по т^хипо 10.000 


2 


90% 


6.000 и.с.р. 




3 


85% 


5.000 и.с.р. 


ре1ошепо8 15.000 



А геГ1паг1а уеп(1е а еа^оИпа пао и8а(1а рага ргодиаг сотЬи5(1уе1 а 4.900 и.с.р. 
8е 5Ш1 (аха йе ос(апо Гог асипа йе 90% е а 3.800 и.с.р. зе 8иа (аха дб ос(ало 
Гог шепог ^ие 90%. Сошо роде а ге1та11а шахшигаг о 1исго (о(а1 й{йпо1 

7. а) Ке8о1үа о ртоЫеша (1о$ (в1еү1$оге$ (Ехегс{с10 1) ре1о тё(о(1о ^^Псо. 
Ь) Езсгеуа о ргоЫета па Готта радгао. 

с) А(гаүё$ да 8о1и9ао оЬ(1(1а по Кет а), са1си1е о үа1ог с1а$ үаг1аүе1$ ёе Го1£а 

па $о1и93о б(Ш1а; 
(1) 1п(егр1е(е о$ үа1оге$ йа$ үаг1а¥е1$ ёе Го1еа. 

8. 1Лп а1ипо (1о сиг^о йе М841 5 ^иег аргоүеКаг о ^ие ^а аргеп(1еи а геяреКо йа. 
Ргоёгата^ао Ыпеаг рага гезоЬег ит ргоЫета рагИсиЬг тиКо §гауе. 
А(иа1теп(е, е1е ро88ш (1иа& патога(1а$: Мапа е Ьи18а. Е1е Гаг а18;ш18 са1си1о8 
е е$(идо$, до$ дца18 сопс1иш ^ие: 

а) Мапа, тш(о е1еёап(е е 5оЙ8(1са(1а, ргеГеге Гге^йеп1аг Ьагез е ЬоКез та1$ 
ге^иш(адо8, йе тойо ^ие шпа ^айа де 3 Ьогаз си51ага Сг$ 1.500,00. 

Ь) 1мш 6 тш $1тр1е8 е ргеГеге д1үег(1теп(08 та18 рори1аге5, (1е то(1о ^ие 
ита заМа йе 3 Ьогав си8(ага Сг$ 800,00. 

с) Арб8 ра^аг а8 соп(а$ (1а герйЬИса опёе тога, е ои(го8 §а$(о$, ге$(ат рага 
е1е Сг$ 5.000,00 теп$а1$ рага Шүегзао. 

£^) $еш аГагеге^ е8со1аге8 85о ти1(о8 (118(а де ехегс1С108, ргоёгатак е(с.) е 
соп8отет тиКо йо $еи (етро е епег£1а, (1е (а! Гогта ^ие Ше 8оЬгат, 
теп$а1теп(е, 30 Ьога^ е 40.000 са1ог1а$ рага а$ а(1ү1да(1е8 8ос1а18. 

е) Сада заЫа сот Мапа соп5оте 3.000 са1опа$, та$ сот Ьи&а, та18 а1е8ге 
е ех(гоүег(1с1а, Ёа$(а о йоЪю. 

/) Ё 1трог(ап(е со1осаг цие е1е 805(а йав йиав сот а те^та ш(еп81(1а(1е. 

Тотап(1о сото Ьа$е а$ сопс1и5бе5 асипа, е1е циег р1апе^аг 8иа Ү1йг $ос1а1 
бе шо(1о а оЬ(ег о пйтего тахипо ёе 5а1(1а$. 

РоппЫе о ргоЫеша е ге8о1уа-о. Ар6$ соп$е£Шг о ге8и1(а(1о, сотип1дие-о 
а с1а$5е рага цие е8(е а1ипо (яие ргеГеге ^ие 8еи поте пао зе^а геуе1а(1о рог 
га2бе5 цие рагесет 6Ьү1а5) ро55а сопГепг сот а 8о1и$ао 6(1та рог ек оЬИйг. 



402 АЬСЕВКА ЬШЕАК 



9. А С1а. К1-80КҮЕТЕВ0М трюАш (1о18 11ро& с1е 80гуе*е8: р1Со1ё е сор^пЬо. 
^е81а Ст. о йтсо ропЮ сгШсо ё а тао-ае-оЬга дгярошүе!. 0 соргпЬо 
сопюте 50% а та15 йе тЗо-ёе-оЬга дие о р1со1ё. 5аЬе-5е 1атЬёт ^ие зе Хойо 
о 50гүе1е ргоёииао Гоазе ёо Иро р1со!ё а С1а. ргодиипа 400 ЮпеЫаз рог (Иа. 
0 тегсаао ШпИа а ргоёи^ао сИагга до соршЬо е р1со1ё ет 1 50 е 300 1о11е1аёа5, 
гевресШашеп^е. 

0 1исго рог 1опе1ас1а йе сор1пЬо е р1Со1ё ргодиаёов ё Сг$ 5.000,00 
е Сг* 3.500,00 рог 1опе1аёа, гехресИуатеШе. 

Рогти1аг е ге8о1үег о ргоЫета цие регшИа йеигттаг а яиапИдаде 
а вег ргоби21(1а (1е саёа 11ро (1е 8огүе1е. 

Швсига а зоЬ^ао бШпа оЫ1(1а е уегШяие ох үа1оге8 (1а8 үапаүе18 ёе Ы^. 

10. -^зоКа год08 05 ехегс1с1о5 ^ие үосё асЬаг тгеге85ап1е (тс1иш(1о аяие1е8 
ргоро81о8 па 8о1и9ао 8еотё1г1са е 08 девга ве^ао) яие ро(1ет кег ге5о1у1с1о8 
ре1о тё1о(1о 8Ш1р1ех зет иваг о тё1о(1о (1а8 2 Гавев. 

11. Ке8о1уа о Ехегс1с1о 2 <1е51а зе^ао и8ап(1о о тёХойо йа& 2 (шв. Кераге ^ие 
сото а5 ге81г19ое8 5ао йо 11ро > еШао ё песе88аг1о 8иЫга1г үапауе!» (пе8*е сазо 
сЬатаёав йе уапйуе^в йе ехсезво) рага со1осаг о ргоЫета па Гогта ра<1г5о. 



14.7 НЕ8Р08ТА8 

14.7.1 Варо*!» 14.4 
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X ' 2у - I <0 
X + у + 2> 0 
2х - у ' 2<0 
Ах - 5у + Ъ>0 

10. 80 (1о Иро А е пепЬит (1е В. 

12. 0 рпте1го шёЮёо 100 т!пи(08 е о ве^ипс^о 25 тти(о8. 
14. Т = 200"^ е Р = 20 а1то8Гега8 

14.7.2 НвцкмҮа! 6е 14.6 

1. ЗивезШо: Га^а = ^иапХШйе йе 1е1еу18оге8 со1оп<1о8 рго(1и21(1о8 

= яиапНйаде с1е 1е1еу18оге8 Ьгапсо е рге4о ргойигШо^ 

3. Зе^а X. - циапХШйе ар11са(1а по ^пуезИтето 1^- 

Мах 2 = 0,1л, + 0,08X2 + 0,06д:з + 0,05^4 + 0,09^5 

Ф XI + Х2 + хэ + Х4+ =6.000.000 

дг, < Хз + + 

Х2 +х^>3\ Х2 е х.>0 

4. х.^ = ^иап11(1а(1е (ет 1опе1а<1а5) (1е ГегМИгаШе / сотрга(1о па 1о]а/ 

Шп 2 = 450х„ +425д;12 +480х1э + 180x22 +200^23 + 
+ 300хз, +240хзз +319x4, +350x42 + 3 25x^3 
8/а X,, +х,2 +х,з = 185 

^"22 + = 50 
•^31 + ^^33 = 50 

Х4, + Х42 + Х43 = 200 

хц < 70 < 60 

^^12 <100 дгзз < 35 

^с,з<100 Х4, <150 

^^21 < 30 < 100 

^23 < 40 < 70 



5. $и§е8(1о: х.^ = пйтего с1е таци1па5 с1е со51ига 1гап5рог1ас1а8 с1а С1с1ас1е / 
рага а С1с1ас1е / (/ = 1.2; / = 1,2,3) 
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5 X,. = Ьагш йе еазоипа I ивайов па ргойи^ао до сотЬизиуе!/ 
Мах 2 = 7.200 .1^^,., +6.000 х.^ + 5.000 ^^,-3 + 

3 3 

+ 4.900 [(7.100 - £ Ху) + (4.300 - £ х^^)] + 

7 = 1 / - 1 

3 3 

+ 3.800 [(4.000 - 2 хг.)+ (5.050- £ Хц)] 
7=1 ' 7=1 ' 

8/а 

4 

0,^ <х„ +0,86x21 +0,91x31 + 0,99x41 >0,95 _2 ^ х^, 

4 

0,68X12 + 0,86x22 + 0,91хз2 + 0,99X42 > 0,90 £ 

1-1 

4 

0,68X13 + 0,86X23 + 0,91хзз + 0,99x^3 > 0,85 £ 

1 = 1 

£ XI . < 4.000 + ^21 + ^31 + ^41 < Ю-ООО 

/=1 ^ 

£ Х2,<5.050 Х1з+^С23 +^33 +^43 < 15.000 

/=1 ' 

£ Хз,< 7.100 л:^>0 
/ = 1 ' 

3 

£ Х4,.< 4.300 
/ = 1 ' 



Ье11ига8 Бидег1(1а$ е НеҮегёпс1а$ 

» Вахагаа, М.8. е Загик, Шеаг Ргоегаттпе аш1 ^егу/огк РЬт . ЛоЬп & Ьоп8. 
иЗА, 1977. 

' СатрЬеИ, Я.С ЛтеагА^ееЬга тгН АррҢсапопз, Арркшп-СепШгу-СгоПя, иЗА. 19^1 . 
3 Негагею, 1.^.; Т6р1со&ёе Аг^еЬга ЕЙИога Ро118опо, 5ао Раи1о, 1971. 



Соп1ип1о8 Сопүвхов е Ргоегатадао Ыпеаг 



^ НоГГшап, К. е Кипгс, К.: А^^еЬга Шеаг, ЕйИога Ро[18опо, Зао Раи1о, 1971 . 

5 Кетепу, 1., 8пе11, 5. е ТЬотр^оп, С.;1п1го(1истюп го РтНе Ма1ИетаЫс5, Ргепйсе На11, 

Епе1е>уоо<1 СШТ8, 1975. 

6 ЬейЬоИ, Ь.; О Са1си1о сот Оеотета Апа1Шса\ НАКВКА, 8ао Раи1о, 1982. 

7 Маси1ап, N. е Регеига, Ы.М .¥ .,Рго^атадао Шеаг , ЕсШога М\а&, 8ао Раи1о, 1980. 

8 Миг1у, К.;Шеагапа СотЫпают! Рго^аттгщ, ДоЬп ^Цеу & 8оп8, 118А, 1976. 
? 8о1о(1оҮп1коү, А. 5.;8у»ет5о/Шеаг1педиа1Ше5. М1г, Кйкк^а, 1979. 



В1В110СКАР1А СЕКА1 



Воусг. С В ; Н1^т6па МагетаИса; Е(1)1ога Ейеат ВШсЬег Ь1с1а., ЕаИога {1а и.З.Р.. 5ао 
Раи1о, 1974. 

ВепИеу, О. е Сооке, К., Шеаг А1^еЬга ш1Н 0{^(егепИа1 ЕдиаИопх; НоИ, ЯтеНаг» апй 

^шкюп, 1пс., Ме* Үогк, 1973. 
Вег5, Ь.; Са1си1и$\ НоИ, КшеЬаг( апй \Ут$^оп, 1пс., Ыеад Үогк, 1967. 
С&трЬеЦ, Н.С.; Шеаг А1$еШ т{Н АррИсатюпз; Арр1е1оп-СепШгу-СгоГ15, 

^е* Үогк, 1971. 

С€1Гап(1, 1.М.; ^есшге^ т Ыпеаг А1^еЬга\ 1п1ег$с1епсе РиЫ1$Ьег5, Ыеу/ Үогк, 1961. 
На1т05, Р.; Р1т1е Втеп^юпа! УесГог Зрасе^; Үап Ыо51гап(1 Ке^пНоШ Сотрапу; Не* Үогк. 
1958. 

Нег$1еш, 1.^.; Тдр1С05 (^е А11сеЬга; ЕдИога РоЬвопо, 8ао Раи1о, 1970. 

НоГГтап, К. е Кипге, К. \А1^еЬга Ыпеаг, ЕсИюга Ро11еоло, 8ао Раи1о, 1971. 

Ьапр, 5.; А1«€Ьга ^теаг, ЕЛЮга Ыд.а1 ВШсЬсг 5ао Раи1о, 1971. 

[5аас50п, Е. с Кс11ег, Н.; Апа^ухгх ^итепса} Ме^Нойв, ШЦеу, Ые* Үогк, 1966. 

Кешепу, I , 5пеи, ]. е ТЬотрдап, С; 1тгос1исПоп Ю РтИе Ма1ИетаИс5, Ргеппсе На11. 

Епе1е*оос1 СИт, 1957. 
УрхсЬиГг, $.;А18еЬгаЫпеаг \ МсСга^-НШ ВгазИ Ыс1а.. Кю (1е ^апеьго, 1971. 
^оЫе, В. с Оап1е1, 3. АррШ Ыпеаг А1ееЬга;?1еп1ке. На11;Еп81е*оо(1 СиШ, N6* Зегзеу 

1977. 

Рае5 Ьете, ?.}.$.;^о(а$ йе Едиа^дех Ог/егепсШа Огётагиа; 1тра, Кю, 1972. 

РюМег, М. е Моггеу, С; СоНе^е Са1си1ш тГН Апа1уГ{с СеотеПу; А(1(1150л - 1Уе51еу 

РиЬИ^Ьте Сотрапу, 1пс., КеасИпв, 1965. 
8М8С; МагетЛИса: Сипо Со1ера1, то1. 3; Үа1е ип1Уег$11у Р1е&8, ^еж Науеп, 1965. 
81гшк, 0.1., А Сопсае ИШогу о/ МагНетаПа; Ооуег, ^е* Үогк, 1967. 



1Ы01СЕ КЕМ1$$1ҮО 



А 

А(11^ао йе та(П2в$,6 
А(13ип(:а,та(г12, 72 
А1еа1бг1а, уапауе1, 236 
Ал10$(га1, е$ра9о, 236 
Апди1о еп(ге (1о15 уеЮгев, 219 
АрИса^ао 

1с1еп11(1а(1е, 178 

1п^е{ога, 151-152 

пи1а, 195 

8оЪге]е1ога, 152 
Аи(о-а(1]ип1о,орега(1ог, 253, 258 

<11а@опаи2а9ао, 26 1 -26 2 
Аи1оүа1ог, 16, 180,335 

(1е ита та1г12, 184 

тиШрис1(1ас1е а1дёЪг1Са (1е, 194 

тиШрЦс1(1а1(1е 8еотеЧг1са (1е, 194 

БиЬезра^о а8$ос1а(1о, 183 
Аи(ОУа1оге5 йе орегайогея 

аи1о-«(1)ип1о$, 262 
Аи1о¥е1;ог, 16, 180 
(1е иша таШг, 184 



В 

Ва5е,116.118, 203 
йе ит $иЬе$ра9о, 131 
та(г12 ти<1апда (1е, 125, 126 
тийт^г йе,15 

рогго1а/(ао, 17 
ог1опогта1, 229 

ВШпеат 

1огта, 270 

тагп2 с1е ита Гогта, 272 



С 

Саде^а ие Магкоу, 14 
Сагас1еп$11Со 
роИпдтю, 1 84 
уа1ог, 1 80 
уе*ог Нхо, 180 
Саг1е$1ала5, ециа^без, 286 
а1ш(1го,300 
еЬрИсо.ЗОО 
ЫрегЬбЬсо, 301 
рагаЬбисо, 301 
агсип£егепс!а, 289 
аяаШашеп^о, 150 
С1а$5Шса9ао 

(1а5 с6п1са$, рюсе(1ипеп1о ^ега!, 

296, 297-298 
(1а5 диадга11са$, 299-304 
СоеЯс1еп1е8 

йе Роипег, 225-226 
та1г12ае,б5 
СоГаЮг, 70 
ОоГа1оге5, 

ша1п2 с1е, 72 
СоШпа, таШг, 3 
Сотр1етеп1о 
а1беЬг1со , 70 
ог1о§опа1, 234 
Соле ^иа(1га'11со, 300 
Соп]ип1о5 сопуехов, 350-374 
Соп]са5 

с1а85Шса9ао, 296, 297-298 
Гогша тейиг^йа йа&, 291 
по р1апо, 289 
Соп1га](ао ип1Гогте, 147 
Сопе^җао Ипеаг, соеЁс1еп1е (1в, 238 
аашег, Ке§га (1с, 77 



408 АЬОЕВКА Ы^ЬАК 



О 

Ое^епегайа, ЬфёгЬок, 290 
Ое^епегаёа, рагаЬо!а, 290, 291 
Ое§епега(1а$, ^иадпсав, 301 
[)ереп(1ёпс1а е шс1вреп(1ёпС1а Цпеаг, 
114 

Ое5епүо1¥ипеп1о йе Ьар1асе,69 

1>е512иа1с1ас1е с1е 5с1ша12, 228 
Ое515иа1да£1е ггап^и^аг, 228 
Ое5УЮ радгао, 237 
Е)е1егттап1е, 66 
В1а§опа1, та1П2, 4 

О^а^опаШа^ао йе Гоппа$ циадгаИсаз, 

277,278 
01а§опа112а9ао {1е орега(1о1е$, 199 
01а§опаи2а9ао 6с орега(1оге$ аи(о- 

афип1о5, 261 , 262 
01а§опа112а9ао &Ш1и11апеа йе орега- 

(1оге5, 209 
01а£опа112ауе1, та(г12, 213 
ОипепзЗо йе чт е&рщо Уе№па1, 119 
Оиа1, с5ра|;о, 282 

Е 

Е1етсп1а1, та(П2, 82 
ЕЦрве, 289 

Е11р5е (1еЕепега(1а, 291 
ЕЦр5б1(1е,298 
ЕЬр^шо, сШп(1го, 300 
Е1Гр11С0 , рагаЬо1б1с1е, 299 
Едиа^ао с11Гегепс1а1, 317 
Е^иа^ао (11Ге1епс1а1 Цпеат Ното^ёпеа, 
319 

Ециа^бек саг(е51ала5, 286 
Ециа^бек (11Гегепс1а1$, 5151ста5 1шеа- 

1е5, 316 
Егго, е5гш1а11¥а де, 346 
Е$са1аг 

тии1р11са?ао рог, 7 

рго(1иео, 220, 221 
Е$са1опа(1а, та1п2, 190 
Езра^о ато5(га1, 236 
Езра^о (1иа1,282 
Евра^о үе*опа1, 103 

сотр1ехо, 103, 105 

(108 ро11пбт105, 105 

геа1, 103 

К", 104 



Евра^о^ уе1ог1а1$ 15отогГо5, 156 
Е$рега(1о , уа1ог ; уе/и уа1ог тёсИо 
Еха1о, ргосе$50, 332 
Ехрап$1о ипгГоппе, 147 

Р 

Рогта ЬШпеаг, 270 

та1г12 (1е, 272 
1-огта ЬШпеаг хйпе'1г1са , 274 
Рогта (1е 1ог(1ап, 210 
Рогта е;;са(3а, та1п2-41п11а кйпгхйг а, 

34-38 
Рогта Ипеаг, 269 
Роппа ^лайхйИса, 274 

(Иа^опаигадао, 277, 278 

ройИ\а (1еПп1(1а, 282 
Рогта кйигхйа йз& сбшсах, 291 
Рип^Зо оЬ]еиүо, 362 

с 

Саикк, тё1о(1о (1с, 36 , 51 
Оаи88-5е|ёе1, ргосехко £1е, 345 
Сгат-8сЬт1(11, ргосеззо (1е, 229, 230 

үе/а ргосе550 йс ог^о^опаИга^ао 
Сгаи ^е иЬел1а(1е йе 51$1ета$ йе 

е^иа^бек Нпеаге^, 45-46 

Н 

Н1рёгЬо1е, 290 
Н1рёгЬо1е (1е§епега(1а, 290 
Н1рсгЬбисо,С11т(1го, 301 
Н1ре1Ъбисо,ра1аЬо1б!де, 300 
Н1регЬо16|(1е йе йиа& Го1Ьа5, 299 
Н1регЬо1б1(1е йе ита ГоШа, 299 
Нотоеёпса , е^иа<;гю Л1Гегепс1а1 
Ипеаг,319 



I 

Испидаде, та1г12, 4 
1таёет, 151-155 

1тро!йГус1$, К151ета5 (1е ециа^оех 11- 
пса1С5, 29 



Пкисе Кет1581¥о 409 



1п^е1егтша(1о5, $18(ета$ с1е с^иа/^бек 

ипеагех, 44 
1п]е1ога, 196 

арЦса^^о, 151-154 
1п(ет5ес;ао (1е, 110 
1пуег$а, та*П2, 73 
1п¥ег«уе1, та(г12, 335, 337 
1пует536,66 
15отогГ15то, 156 
ИегаИүо , ргосе5$о , 333 



} 

1асоЫ, тё(о(1о йе, 344 
Догбап, Гоппа йе, 210 



ипеаг 

Ьото£1пеа, в^иа^^о (11Ге1епс1а1, 
319 

ореюйог, 180 

үапедаде, 109 
ШЬа 

та1п2, 4 
УпНа е^и1¥а1еп1е 

та!г12, 36 
ЬтЬа ге(1и21с1а а Гоппа е5сас1а 

та(Л2, 36-38 

м 

МагкоҮ 

Сдйегайе, 14 

рюсе550 Лс, 14 
Ма(п2, 1 

ад^ипи, 72 
со1ипа, 3 

да$ ргоЬаЬШ(1а(1е8 йе (гапх^^ао, 1 5 

(1е соеГ1с1еп1е5, 65 

{1е соГаЮгех, 72 

й1г^опа1, 4 

е1етеп(аг, 82 

е$са1опас1а, 190 

1йепХ{йайе,4 

шүека, 73 

шуевгге!, 184, 185,335,337 



ипЬа, 4 

1шЬаеяи№а1еп1е, 36 
ИпЬа гедигШа а Гогта е5са(1а, 
36,38 

ЬпЬах т(1ереп(1еп1е5 йе ита, 40 

поппа(1е, 188, 189, 340 

пи1а,3 

пиЦ(1а(1е,38 

ог(0£Опа1, 254 

р051:о (1е, 39, 45 

рго(1и1о, 10 

диас11а(1а, 3 

$1тё1пса, 5,7, 254 

(гап5ро$(а, 7 

(пап£и1аг, 91 

(папеиЦг шГелог , 4 

(пап2ц1ат $ирв11ог, 4 
Ма(п2 йе иша (гапаГогшаеао сош- 

ро$(а, 163 
Ма(П2 <1е ита (тап^Гогта^ао шУвг^а, 

165 

Ма(п2 <1е ита (тапвГогта^ао Цпеаг, 
157 

Ма(пг (Цавопа112^үе1, 213 
Ма(п2, тийлщй йе Ьазе, 125, 126 
Ма(п2е$ 

адлдаойе,Ь 

1^а1$, 3 

ЬпЬа е^и1Үа1еп(е5, 85 

ти1(1рЬсадао йе, 9 

$ете1Ьап(е5, 92 

$в^иепс1а 6е, 12, 178, 333 

5ёпейе,180,334 
Ма(г12е5 5ете1Ьап(е5, 166 
Мах1то5 е т1тто5,үа1оге5, 109 
МёсИо, Уа1ог,223, 254 
Мё1о(1о 

(1а уапа^ао (1о8 рагате(ГО5, 325 
(1а$ (1иа5 Гахез, 391 
йе Саи8$, 36, 51 
$шр1ех, 374-404 
р1үо(еатеп(о, 383 
5о1и9ао ^отё(пса, 376 
(аЫеаи 51тр1ех, 381 
Ү18ао а1§ёЬпса, 386 
М1тта1, роИпбтю, 206, 207 
Ми(1ап5а йе Ьахе , 1 25 
Ми(1ап9а с1е Ьаве рог го(а^ао, 127 
МиШрЬса^ао рог е$са1аг, 7 



410 ЛШ£ВКА ЬШ£АК 



N 

Могта, 21 9-221 

{1е таи12, 340 

до т^то, 341 
№гта112а(1о, үе1ог, 227 ; уеув уе(ог 

Мйс1ео, 151-155 
№11а, тагпг, 3 
№и(1аёе,162 

та1п2, 38 
Митего де воШ^бе^ 51в(ета$ й& 

е^иадбев Ипеагея, 29 



0 

Орега^бек е1етсп1аге$ $оЬге ая ипЬав 

<1е ита та(п2, 35 
Орега(1ог 

аи1о1а(Цип!о, 253, 258 

<11а£опа112аүе1, 203 

Ыетро1еп1е, 215 

Ипеаг, 180 

1и1ро1:вп(е, 214 

ог(0£Опа1, 253 

сагас1ег12 а^ао, 26 1 -26 2 
Ог(о^па1, та1п2, 254 
Ог1оеопа1, орегадог, 253 
Ог1о20па15, ^е^огех, 224, 225 
ОПоеопаига^ао, р10Св$50 йе, 229, 230 
ОПопохта!, Ьазе, 229 



Р 

РагаЪо!а, 290 
Р:агаЬо1б1с1е 

е1ф41со, 299 

МрегЬбИсо, 300 
1^гате1105, т^1о(1о де уапа^ао (1о8, 

325 

Рвгтига^ао, 66 

Регрепа^сикгез, Уе^огех, 224-225 

Йапо.по ехра^о, 288 

Папо 

ге1а5 по, 288 

Үе(оге5 по,97 
РоУпбтю са1сиЫо ет тагпг, 203 



сага£(егГ$(1со, 185 
тт1та1, 206-207 
Рйипбтю5,е$ра1;о үе1опа1 (1о5, 105 
РЬккГүей, а$1ета8 (1е е^ыа^без 

ипеаге$, 29 
РоЯо, 162, 187 

йе та1117,39,45, 80 
РгоЬаЬШда(1е8 (1е (гап$19ао, та111г 
йаз, 15 

үе1ог йе, 15 
Ргосе$5о 

а1еа1бг1о, 14 
(1е Магкоү, 14 
еха1о, 232 
иега11уо,232 
Рго(1и1о 

е$са1аг, 220-221 
ш1еп1о, 220-221 

ет евра^ов Үе1ог1а1$ сот- 

р1ехо8, 234 
и5иа1, 222 
та(г12, 10 
РгоЁтата?ао Ипеаг, 362 
те1о(1о 

8еотё1псо, 362 
$Шр1ех,374Ч04 
ргоегата-ехетр1о, 392 
1еогета 5ип(1ател(а1 (1а, 
368, 379 



0 

Оиадп1€1а, ша1112, 3 
Оиа(1г1са$ 

с1а$$111са^ао йаз, 298-301 

(1е§епега<1а$, 301 

по екра^о, 298 



К 

КеПехао, 148,178, 181 
Ке@1ао 

ГасП'¥е1,362 

роие(1га1 сопүеха ГесНас^а, 358 
Ке1а пор1ало,287 
Ко1а$ао, 149, 182 



1л(исе Кет15$1Ү0 



5 

8е^еп(о, 356 

$ет)-е$ра(о 
аЬег(о, 354 
(есНад^о, 354 

ЗипёШса, тагпг, 5, 7 

5181ета5 йе е^иадбек ипеаге$, 29 
еци1¥а1еп1е8, 32, 36 
^гаи йе иЬегйайе ёе,45,46 
1тро5$1 ¥е1$ ои тсотра1Г¥е15, 44 
т(1егеппта(1о$, 44 
пйтего йс ^оШ^бев йе, 44 
ро58Гуе1$ (ои 1лсотра1Гүе15), 44 
ге$о1и^ао {1е, 29 
5о1и(1о йе, 33, 41 

51$гета$ еяи№а1епге!!, 85 

&)1и(ао 

йс ит 51$1ета е^и 39605 (ИГегеп- 

С1а1х, 318, 319 
Вега! йе ита ециа^ао (иГс1спс1з1, 
318 

§ега1 (1е ит 5)51ета йе сциа^^бс!» 
(11Гегелс1а15, 318 
5иЬсоп}ип1о сопуехо, 356 
8иЬе$ра9о$ ¥е1опа15, 105 

ёегайо;;, 112 

тгег$ес<^о йе, 1 10 

50та с1с, 111 

50та (11ге1а йе,\\2 
5иЬта1п2, 70, 80 



Т 

ТаЫеаи 5илр1ех, 381 
Ьа5е ипса\ ГасгГУс1,381 
5о1и9ао 

а1гегпа11Уа, 389 
ШтИж^а, 389 
Тгап$Го1та?ао ипеаг, 142 
Тгап$Гогта9дс5 



(1о р1апо по р1апо, 147 
Ипеагез 1пҮе15Гуе15, 165 

Ггал$1а9Эо, 150 

Тгап5ро$19ао, 7 

Тгал$ро$га, таггк, 7 

Тг1ал£и1аг тГегюг,тагг12, 4 

Тпап£и1аг 5ирег1ог, тагг12, 4 



ипИагю, уеЮг, 227 



V 

Уа1ог 

сагас1егГ51)Со, 1 80 

е5рега(1о; ^'е/в уа1ог п^е^сИо 

те'(11о, 223, 237 
Үа1оге5 та'\1то5 е тГп1то!>, 109 
Уапа^ао <1о5 рагатеггок, те*1о(1о, 

325 

Үаг1а9ао Цлеаг, 351 
Уапап<,'а, 237 
Үапа'уе1 а1са1бг1а, 236 
\апейайс 1теаг, 104, 109. 1 14 
Уа2ю,291 

Үс*гг1се5, сагас1ег12а1;ао £еот<:гг1Са 

(105. 360 
Үе1ог 

сагас1егГх11со, 180 

(1с ргоЬаЫис{адс!>, 15, 236 

Пхо, 178 
Үе1огс5, 102 

Ь1, 114 

по ехра^о, 101 
по р1ало,97 
Үе1опа15 

с$ра90!>, 1ютогГо5, 1 56 
$иЬс5ра90!;, 105 



